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Introduction

L’injection est aujourd’hui 'un des procédés les plus utilisés pour la mise en forme des polyméres avec ’ex-
trusion et le soufflage (30% des polymeéres transformes). Il est généralement utilisé pour la production de trés
grandes séries pour ’automobile ou I’électroménager par exemple ou pour des séries plus réduites en aéronau-
tique. Le procédé d’injection permet d’obtenir une productivité élevée avec une trés bonne reproductibilité des
piéces.

Afin de limiter les rebuts et de diminuer les temps de cycle, le choix des paramétres d’injection est important.
En particulier, une mauvaise distribution de température dans le moule peut étre & l'origine de défauts sur les
piéces ou entraine une augmentation inacceptable du temps de cycle. Toutefois, la conception initiale du moule
joue un grand role pour faciliter 'obtention de bonnes piéces avec un temps de cycle raisonnable.

La simulation numérique est de plus en plus utilisée dans l'industrie, aussi bien pour modéliser les écou-
lements que les transferts thermiques dans le moule. Des logiciels comme Moldflow® permettent en effet de
déterminer des répartitions de température a la surface du moule et des temps de refroidissement. Méme s’ils
constituent une aide a la conception du moule, ces logiciels ne permettent qu’un calcul direct des solutions
mais ne proposent pas d’axe d’amélioration des moules. La conception du moule et en particulier du systéme
de refroidissement est donc basée sur 'expérience de I'utilisateur uniquement.

L’objectif de cette étude est double. Dans un premier temps, on cherche a simuler les transferts thermiques
dans le moule lors de I'injection pour dans un second temps utiliser les résultats de simulation pour optimiser
la géométrie du systéme de refroidissement. Ce travail permettra de faciliter la conception des canaux de refroi-
dissement et ainsi d’éviter des retouches importantes sur le systéme de refroidissement lors de la mise au point
du moule.

Une étude bibliographique réalisée au chapitre 1 montre que les simulations des transferts thermiques tran-
sitoires couplés dans le moule et le polymére ne sont jamais réalisées entiérement par la méthode des éléments
frontiéres (en particulier dans le polymére). De méme, les optimisations réalisées par éléments frontiéres sont
toujours basées sur un modéle de transfert thermique stationnaire, les optimisations transitoires étant toujours
réalisées a partir de calculs par éléments finis. La méthode des éléments frontiéres est pourtant bien adaptée a
Poptimisation car les remaillages dus aux modifications de la géométrie sont plus facilement réalisées qu’avec
la méthode des éléments finis. Le premier objectif est donc la programmation d’un logiciel de simulation des
transferts thermiques (lors de la phase de refroidissement de I'injection) stationnaires par la méthode des élé-
ments frontiéres et transitoires en combinant cette derniére a la méthode a la méthode de la réciprocité duale
multi-domaines.

Le second objectif consiste a définir puis a résoudre le probléme d’optimisation. Il est en effet nécessaire de dé-
finir les fonctions cofits relatives au refroidissement (distributions de température dans le moule et la piéce, temps
de cycle) et les parameétres d’optimisation permettant de définir la géométrie (position et section des canaux)
et le fluide de régulation (débit et température). Nous chercherons a déterminer les méthodes d’optimisation et
d’analyse de la sensibilité adaptées a la résolution de ce probléme non linéaire. De plus, lors de 'optimisation de



la géométrie des canaux de refroidissement, il est nécessaire de prendre en compte des contraintes pour limiter les
positions possibles. Or, dans la littérature, elles apparaissent sous la forme de contraintes linéaires limitant trés
fortement les solutions et nécessitant des adaptations & chaque probléme. Nous proposerons de tester différentes
formes de contraintes sur les paramétres géométriques.

Ce mémoire est donc organisé de la fagon suivante. Le premier chapitre présente la problématique industrielle
liée & la thése. Le principe du procédé d’injection et I'importance des phénomeénes thermiques sont présentés.
Les procédés de fabrication des moules et différentes technologies utilisées pour le refroidissement des moules
sont évoquées. Enfin, les méthodes, analytiques et numériques, de conception des canaux de refroidissement
couramment utilisées sont présentées.

Les modéles qui permettent de simuler les phénomeénes thermiques dans le moule et le polymeére au cours de
I'injection sont présentés dans le chapitre 2. Deux modéles distincts ont été retenus pour cette étude. Le modéle
stationnaire permet d’estimer rapidement la distribution moyenne de température dans le moule au cours d’un
cycle. Le modéle transitoire donne accés aux évolutions de température dans le moule et la piéce polymére au
cours d’un ou plusieurs cycles d’injection. Les hypothéses sur les comportements thermiques, les conditions aux
limites et initiales utilisées sont détaillées également dans ce chapitre.

La méthode des éléments frontiéres utilisée dans cette étude pour la résolution des problémes thermiques
est présentée dans le chapitre 3. La formulation des équations de cette méthode dans le cas d’'un probléme
thermique stationnaire linéaire est rappelée. De méme, le principe de la méthode de la réciprocité duale utilisée
pour résoudre les problémes transitoires linéaires est détaillée. Ces deux méthodes sont adaptées a la résolution
des modéles présentés dans le chapitre précédent pour prendre en compte des conditions aux limites mixtes et
des conditions de contact entre plusieurs domaines. Enfin, les deux méthodes sont validées par résolution de
problémes simples dont les solutions analytiques sont connues.

Le chapitre 4 présente la procédure mise en place pour 'optimisation du refroidissement des moules d’in-
jection. Une premiére partie traite du choix de la méthode d’optimisation et de la méthode d’analyse de la
sensibilité. L’algorithme complet de la procédure est ensuite présenté de maniére a détailler en particulier les
objectifs, les paramétres et les contraintes qu’il est possible d’utiliser. Les détails de la méthode d’optimisation
et de I'analyse de sensibilité adaptées a I’étude sont également présentés.

Enfin, le chapitre 5 propose des exemples d’applications de la démarche de conception (calcul thermique et
optimisation) pour des cas stationnaires et transitoires. Ces exemples permettent en particulier d’étudier les ef-
fets du modele de calcul (stationnaire ou transitoire, conditions aux limites), de 'objectif, des contraintes et des
valeurs initiales des paramétres sur les résultats de 'optimisation. Des comparaisons des résultats numériques
a des mesures expérimentales réalisées en condition de production avec un moule instrumenté sont présentées.
Ces essais permettent principalement de valider la modélisation en régime transitoire et de comparer expérimen-
talement les effets de la géométrie des canaux de refroidissement sur les évolutions de température dans le moule.

Au final, I'application développée permet I'optimisation de la conception des canaux de refroidissement sur
des sections 2D du moule. Cette optimisation est réalisée en se basant sur les répartitions de températures dans
le moule et la piéce obtenues par une résolution des problémes thermiques stationnaires ou transitoires réalisée
par la méthode des éléments frontiéres.
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Nomenclature

Cpr
Cpm

Cpp

Zm o mQQmy

T =

Matrice de définition des contraintes linéaires inégalités et égalités
Ensemble des contraintes saturées

Nombre de Biot

Matrice du second membre de la DRM

Capacité calorifique massique

Capacité calorifique massique du réfrigérant
Capacité calorifique massique du moule

Capacité calorifique massique du polymeére
Diamétre des canaux de refroidissement

Débit volumique du réfrigérant

Matrice des fonctions d’interpolation radiales
Matrice des solutions fondamentales en température
Composante de la matrice G

Matrice des solutions fondamentales en gradient de température et des facteurs de
formes ¢

Matrice des solutions fondamentales en gradient de température
Composante de la matrice H

Ensemble des indices des contraintes inégalités

Ensemble des indices des contraintes égalités

Matrice Hessienne de la fonction de Lagrange £ d’un probléme d’optimisation sous
contraintes

Matrice Jacobienne de passage d’un élément réel a 1’élément de référence
Longueur du canal

Longueur de I’élément j

Fonction de Lagrange d’un probléme d’optimisation sous contraintes
Fonctions d’interpolation linéaires

Fonctions d’interpolation linéaires continues

Fonctions d’interpolation linéaires discontinues

Nombre de points de Gauss pour 'intégration numérique
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Ne
N;

Ny,
Nu
P

P={pip2 ... pp}
7)0

Qpr
Qsolid
R,Ri, Ro
R

Ruyp

Rty /v

Nombre d’éléments

Nombre de points internes

Nombre de nceuds

Nombre de Nusselt

Pression dans le polymére

Vecteurs des paramétres d’optimisation

Valeur initiale des parameétres d’optimisation

Valeur optimale des paramétres d’optimisation

Coordonnées du centre des canaux de refroidissement

Nombre de Prandtl

Quantité de chaleur absorbée par le réfrigérant

Quantité de chaleur extraite du polymeére pendant le refroidissement
Quantité de chaleur massique de solidification

Rayons des canaux de refroidissement

Résistance thermique de contact entre deux domaines
Reésistance thermique de contact entre le moule et le polymeére

Reésistance thermique de contact entre deux éléments du moule (par exemple au niveau
du plan de joint)

Nombre de Reynolds

Température

Solution fondamentale en température
Solution particuliére en température
Dérivée temporelle de la température
Température au temps t"
Température initiale (¢=0)
Température du réfrigérant
Température a la surface du moule
Température a la surface des canaux de refroidissement
Température de 'air ambiant
Température d’éjection du polymeére
Température d’injection du polymére
Température du noeud j

Température moyenne

Température objectif

Température imposée sur une frontiére

Température du fluide lors d’un échange par convection
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Vp
Y.z

apn
ap
ba beq

dk

dhra

Ty Ty

Volume
Volume de la piéce

Matrices intermédiaires pour la résolution du sous-probléme quadratique de 'optimi-
sation

Diffusivité

Diffusivité du moule

Diffusivité du polymeére

Vecteur du second membre des contraintes linéaires inégalités et égalités
Facteur de forme au point de collocation

Opposé de la projection de 7 sur la normale sortante 7 (d = —7.77)
Direction de progression a l'itération k de 'optimisation

Direction de progression a l'itération kpg de la résolution du sous-probléme quadra-
tique de I'optimisation

Distance entre canaux

Distance des canaux a la surface de la cavité

Epaisseur de la piéce

Epaisseur de la lame d’air entre le moule et le polymére
Distances des nceuds aux extrémités d’un élément discontinu
Fonction d’interpolation radiale

Fonction contrainte inégalité des paramétres d’optimisation P
Fonction contrainte égalité des paramétres d’optimisation P
Coeflicient d’échange convectif

Coeflicient d’échange convectif avec le réfrigérant

Coeflicient d’échange convectif avec I’air ambiant

Nombre de contraintes inégalités

Nombre de contraintes égalités

Normale sortante a la frontiére

Composantes de la normale sortante 77

Gradient de température

Solution fondamentale en gradient de température

Solution particuliére en gradient de température

Gradient de température au noeud j

Gradient de température selon les directions du plan z et y
Gradient de température imposé sur une frontiére

Fonction quadratique a l'itération k& du probléme d’optimisation
Vecteur du point de collocation & un point de la frontiére

Norme et composantes du vecteur 7
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s Abscisse curviligne le long de la cavité

t Temps

t" Temps apreés le pas n

tref Temps de refroidissement

z,y Coordonnées d’un point du repére

AH Variation d’enthalpie massique du polymeére

APp Perte de charges dans le circuit de refroidissement

AT = Thax — Tmin  Fonction objectif mesurant 'écart maximal de température

Ap Variation du paramétre p pour un calcul par différences finies

At Pas de temps

r Frontiére du domaine €2

T'c Surface des canaux de refroidissement

T'g Surface extérieure du moule

INY; Surface de la cavité du moule

I'r Frontiére sur laquelle est imposée une température

Iy Frontiére sur laquelle est imposée une condition limite de convection

'y Frontiére sur laquelle est imposé une densité de flux (ou gradient de température)

Q Domaine de calcul de frontiére T’

Qp Domaine occupé par le réfrigérant

Qs Domaine occupé par le moule

Qp Domaine occupé par le polymére

O(P) Objectif de 'optimisation, fonction du vecteur de paramétres P

o(P) Fonction de mérite utilisée par la méthode d’optimisation

<i>(’P) Fonction objectif augmentée pour le calcul de sensibilité par la méthode de I’état
adjoint

0 Valeur initiale de 'objectif

o Valeur optimale de 1'objectif

U (T(P),q(P),P) Objectif de 'optimisation, fonction de la température 7', du gradient de température
q et du vecteur de paramétres P

by Interface entre deux domaines

Ym/p Interface moule/polymeére

Y/ Ms Interface située sur le plan de joint du moule

o} Vecteur du terme source interpolé par la DRM

aF Pas d’avancée a l'itération k de 'optimisation

akre Pas d’avancée a l'itération kpg de la résolution du sous-probléme quadratique de

Poptimisation

ac Orientation des canaux de refroidissement elliptiques
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Coeflicient de dilatation du polymére

Fraction volumique

Jeu minimal autorisé entre deux frontiéres lors de I'optimisation
Distribution de Dirac au point P

Symbole de Kronecker

Distribution de Dirac au temps 7

Emissivité du moule

Critéres d’arrét de I'optimisation

Coefficient de frottement (calcul de pertes de charges)

Viscosité dynamique du réfrigérant

Viscosité dynamique du polymére

Paramétre de 'interpolation temporelle de la température
Parameétre de l'interpolation temporelle du gradient de température
Multiplicateurs de Lagrange

Conductivité

Conductivité du réfrigérant

Conductivité du moule

Conductivité du polymeére

Conductivité de lair

Viscosité cinématique du réfrigérant

Abscisse le long de I’élément de référence

Abscisses des points d’intégration de Gauss sur I’élément de référence
Masse volumique

Masse volumique du réfrigérant

Masse volumique du moule

Masse volumique du polymére

Constante de Boltzmann

Fonction objectif mesurant 'écart de la température a la température moyenne 15,0y
dans le polymére au moment de 1’éjection

Fonction objectif mesurant I’écart de la température en surface du moule & une tem-
pérature objectif Top;

Fonction objectif mesurant I’écart de la température en surface du moule & la tempé-
rature moyenne 7},

Densité de flux de chaleur
Densité de flux de chaleur provenant du polymeére
Densités de flux de chaleur selon les directions du plan

Taux de cristallinité du polymére
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Poids de Gauss pour I'intégration numérique
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Chapitre 1

Problématique industrielle

L’objectif de ce chapitre est de présenter le procédé d’injection des thermoplastiques, en insistant sur les
aspects thermiques. L’importance du contréle de la température, en particulier pour éviter 'apparition de
défauts, sur la production des piéces sera étudiée. Les principaux procédés de fabrication des moules ainsi que
les technologies de refroidissement seront recensées. Enfin, les méthodes de conception analytiques et numériques
du refroidissement seront également étudiées.

1.1 Le procédé d’injection des thermoplastiques

Le procédé d’injection est un procédé de mise en forme des thermoplastiques par moulage permettant la
production de piéces minces jusqu’a quelques millimétres d’épaisseur. Ce procédé est trés répandu pour les
productions de grandes séries comme 'automobile, I’électroménager ou 1’électricité.

1.1.1 Déroulement de l’injection

Une presse d’injection se compose de trois groupes :

— le groupe de plastification et d’injection (figure 1.1) comprenant la vis, le fourreau chauffant et la trémie
d’alimentation.

— le groupe de fermeture (figure 1.1) qui accueille le moule d’injection et controle ses ouvertures et fermetures.

— D'unité de controle.

Trémie
Batterie d’éjection T Moteur

hydraulique
Résistance chauffante

I
Z 4 ‘
L T
Vis Veérin
Fourreau d’injection
Circuit de Empreinte
refroidissement
[
Moule Groupe d’injection

F1a. 1.1 — Schéma d’une presse & injecter (d’apres [1])
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Le polymére, généralement sous forme de granulés, est introduit dans la trémie pour alimenter la vis. Celle-ci
entraine le polymére par rotation. Un échauffement du polymére est obtenu par chauffage et dissipation vis-
queuse due au cisaillement de la matiére entre le fourreau et la vis. L’échauffement du polymére entraine son
ramollissement (ou plastification) au fur et & mesure de la progression dans la vis jusqu’a un état liquide (fluide).
Le polymére est alors injecté dans un moule possédant la géométrie de la piéce a produire et refroidit dans le
moule jusqu’a une température permettant I’éjection sans risque de déformations de la piéce. Cette température
d’éjection dépendra du polymeére.

L’injection se divise donc en trois grandes étapes (figure 1.2) :

1. Moule fermé, la vis est utilisée comme un piston pour pousser le polymeére dans ’empreinte ; c’est la phase
d’injection ou de remplissage.

2. Le polymeére est ensuite maintenu sous pression pendant la premiére partie du refroidissement pour com-
penser le retrait ; c’est la phase de compactage et de maintien en pression.

3. Enfin, I'application de la pression par la vis est stoppée pour laisser le polymeére refroidir librement dans
Pempreinte. Cette phase de refroidissement commence généralement une fois que le seuil d’injection de
I'empreinte est solidifié et qu’il est alors inutile de continuer & appliquer une pression. Le polymeére refroidit
librement dans la cavité moulante jusqu’a une température permettant 1’é¢jection. Pendant cette période,
la quantité de matiére nécessaire pour la piéce suivante est dosée en avant de la vis.

Moule fermé
Etat initial Matiére dosée
Approche du ponton

Etape 1 Injection
Etape 2 Compactage
Etape 3 Refroidissement

Dosage pour la piéce suivante

Recul du ponton
Etat final Ouverture du moule
Ejection

F1G. 1.2 — Déroulement d’un cycle d’injection (d’aprés [1])

Le moule est I'élément dont la fonction premiére est de donner la forme voulue au polymére. Parmi les
autres fonctions importantes du moule, nous nous intéresserons plus particuliérement a la fonction de régulation
thermique : la température du moule doit étre suffisamment contrélée pour permettre un bon remplissage du
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moule puis un refroidissement du polymeére dans les meilleures conditions possibles (en terme de temps de
refroidissement et d’uniformité de température) jusqu’a 1’éjection.

1.1.2 Polymeéres injectés

Polyméres amorphes et semi-cristallins L’observation des évolutions du volume spécifique des polymeéres
lors du refroidissement en fonction de la pression fait apparaitre deux types de comportements représentés sur
les diagrammes PVT (Pression - Volume - Température) des figures 1.3 et 1.4 :
— les polyméres amorphes restent a un état surfondu jusqu’a la température de transition vitreuse Ty qui
marque le passage de I’état liquide a 1’état solide vitreux amorphe.
— les polymeéres semi-cristallins restent surfondus jusqu’a la température de fusion puis subissent brutalement
une diminution du volume lors de leur cristallisation a la température Tt.

e

Pu il Mpa
PalliMga P=1Mpa F=10Mpa ¥ Put M
P 10 Mpa
#= 10 Mg
Ty |
R — i — —
it T=5)
FiG. 1.3 — Allure du diagramme PVT d’un polymeére Fi1G. 1.4 — Allure du diagramme PVT d’un polymeére
amorphe [1] semi-cristallin [1]

L’état amorphe vitreux correspond & un état moléculaire désordonné avec une structure de liquide figé
hors équilibre dans lequel les chaines moléculaires n’ont pas pu se réarranger. Cet état peut étre du a un re-
froidissement trop rapide ou au polymére lui-méme dont les chaines sont complexes et ne peuvent se réorganiser.

L’état cristallin correspond & un état ordonné et compact des chaines moléculaires. Cet état est caractérisé
par I’absence de transition vitreuse mais l'existence d’un point de fusion. La cristallisation n’est jamais com-
pléte en pratique (irrégularités structurales, lenteur du réarrangement, enchevétrement des chaines de la phase
amorphe). Les polyméres semi-cristallins présentent donc un taux de cristallinité y qui est fonction de la vitesse
de refroidissement et du polymere lui-méme (0 < x < Xmax) et peuvent présenter un comportement amorphe si
la vitesse de refroidissement est suffisamment élevée.

La cristallisation est une réaction exothermique et les polymeéres présentent une enthalpie du fusion. De plus,
les polymeéres semi-cristallins présentent un retrait plus important (la compacité dans I’état cristallin ordonné
est supérieure a celle de 'état amorphe).

Rhéologie des polyméres Les polyméres a I’état fondu sont des fluides visqueux. La viscosité n caractérise
le rapport entre contrainte et vitesse de déformation. En particulier, en cisaillement, on a o = 1%, ou % est
la vitesse de cisaillement et o la contrainte. La viscosité dépendra de la température, de la pression et de la
vitesse de déformation. Pour décrire le comportement des polyméres, différents modéles de comportement sont
disponibles [2] :

— le comportement newtonien,

— le comportement non-newtonien,

— le comportement viscoélastique.
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Pour un comportement newtonien, la dépendance de la vicosité avec la vitesse de déformation est négligée. La
viscosité newtonienne est donc suffisante pour caractériser le polymeére. Au contraire, lorsqu’un comportement
non-newtonien est considéré, on introduit un adoucissement de la contrainte lorsque le taux de cisaillement
augmente (figure 1.5).

#
liguide newtanlen -
-

-
E.I_. 1.“. ..I"" _._,_,--""'-H-H-'-.—'
| = _.r"-
: .~
3 o "
o - polymstne fands
=
Taux de clsalllement 5

Fic. 1.5 — Evolution de la contrainte de cisaillement en fonction de taux de cisaillement pour des fluides
newtoniens et non-newtoniens (polymére fondu) [2]

Ce comportement peut étre décrit en utilisant par exemple une loi puissance (équation (1.1) en 1D) ou K
est la consistance du polymére et m 'indice de pseudo-plasticité. D’autre lois de comportement comme les lois
de Cross ou Carreau permettent également de simuler un comportement non-newtonien (voir [2]).

n= K3 (11)

Enfin pour décrire certains phénomeénes relatifs a 'écoulement des polymeéres fondus (le gonflement en sortie
de filiere d’extrusion par exemple), il est nécessaire d’utiliser un modéle de comportement viscoélastique. On
pourra utiliser pour cela une loi de Maxwell (voir [2]) qui combine un comportement purement élastique et un
comportement purement visqueux. Ce dernier est alors décrit par 'équation suivante :

de

Lors de I’écoulement d’un polymére pendant le remplissage d’un moule par exemple, on a un échauffement
du a la viscosité importante (voir figures 1.6 et 1.7). L’ordre de grandeur de la puissance dissipée par unité de
longueur lors de I'écoulement entre deux plans paralléles séparés d’une distance ep & une vitesse moyenne v est
Q= ng [2]. L’échauffement sera donc d’autant plus important que la viscosité et la vitesse d’écoulement sont
élevées et que l'épaisseur est faible.

Propriétés thermiques Les polymeéres sont caractérisés par une trés faible conductivité thermique de 'ordre
de 0,14 0,2W.m~ 1. K~ et une diffusivité thermique de 'ordre de 1078 &4 10~"m?.s~!. Lors d’un choc thermique,
le temps nécessaire pour que le front de chaleur arrive & 1mm de profondeur est de 10s pour une diffusivité de
10~ "m2.s7! [2]. Les phénoménes thermiques sont donc trés longs par rapport aux autre phénoménes comme
I’écoulement.
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F1G. 1.6 — Evolution du profil de température dans Fia. 1.7 — Température du polymére en différents
I’épaisseur d’un polymeére en écoulement entre deux points d’une filiére d’extrusion de faible épaisseur
plans paralléles [2] (1,5mm) [2]

1.1.3 Suivi de l’'injection sur un diagramme PVT

Les évolutions de la pression et de la température moyennes dans le polymeére au cours des différentes phases
de l'injection sont représentées de maniére schématique sur la figure 1.8.

t
Remplissage Refroidissement Remplissage Refroidissement

Maintien Maintien

t

Fig. 1.8 — Evolution de la pression moyenne et de la température moyenne dans le polymére au cours de
I'injection (d’aprés [3])

Si 'on représente schématiquement le chemin suivi par le polymeére lors de l'injection sur un diagramme
PVT (figure 1.9), on constate différents types d’évolution :

— AB : le remplissage et le compactage peuvent étre considérés comme une étape de mise en pression
isotherme ;

— BE : le maintien en pression est composé d’une phase de maintien isobare (BC) puis on observe une
brusque diminution de la pression et de la température lors de la cristallisation (D). Lorsque le seuil
d’injection est figé, le refroidissement isochore s’accompagne d’une diminution de la pression jusqua la
pression atmosphérique (EF)

— FG : le refroidissement se poursuit & la pression atmosphérique ce qui entraine le retrait AV du polymére.

L’évolution du polymére au cours de I'injection est donc un phénomeéne thermo-mécanique complexe. Dans
cette étude, nous nous intéresserons aux transferts thermiques ayant lieu aprés le remplissage, pendant les phases
de maintien en pression et refroidissement.
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F1a. 1.9 — Suivi du cycle d’injection sur le digramme PVT d’un polymére semi-cristallin (d’apres [3] et [4])

1.2 Importance de la thermique lors de la production de piéces injec-
tées

1.2.1 Lien productivité - refroidissement

Les polyméres possédent une trés faible diffusivité thermique (de 'ordre de 1078 & 10~"m2.s~! alors qu’elle
est de 'ordre de 107°m?.s~! pour un acier). La conduction de chaleur dans le polymére est donc trés difficile
ce qui entraine des temps de refroidissement souvent élevés et ce d’autant plus que la piéce est épaisse.

A part pour certaines piéces trés minces, la phase de refroidissement est la plus longue du cycle d’injection.
Elle dure typiquement plus de 50% du cycle et peut atteindre plus de 90% [5, 6, 4]. La vitesse de refroidissement
est donc un facteur important de productivité et des gains importants peuvent étre réalisés en diminuant le
temps de refroidissement de piéces présentant des zones chaudes mal refroidies. Une mauvaise conception du
systéme de refroidissement par rapport a la géométrie de la piéce peut faire apparaitre des zones de température
plus élevée dans le moule. Le temps de refroidissement pour ’ensemble est alors plus long.

1.2.2 Défauts d’injection pouvant avoir une origine thermique

Parmi les nombreux défauts pouvant apparaitre lors de I'injection, un certain nombre peut étre lié & une
mauvaise régulation de la température du moule.

Défauts dimensionnels Le type de défauts le plus grave est le non-respect des dimensions et de la forme
des piéce injectées. Une température de moule trop faible peut par exemple conduire & des piéces incomplétes
ou présentant des hésitations lors de I’écoulement (en particulier pour des piéces de faible épaisseur) [7].

D’autre part, une température de moule trop élevée peut conduire & 'apparition de bavures (le polymeére
trop fluide se glisse dans le plan de joint) ou & une refusion des piéces si le temps de refroidissement n’est pas
adapté a cette température (en sortie du moule, la température au centre du polymeére est trop élevée et par
diffusion, la surface de la pi¢ce chauffe et peut se déformer) [8].
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Des dimensions incorrectes sont obtenues en cas de température de moule inadaptée et variable [9, 10]. Le
retrait n’est pas conforme a celui attendu et il est souvent nécessaire d’augmenter le temps de refroidissement
pour 'adapter & la température de moule et maintenir la qualité des piéces produites.

Enfin, un refroidissement non uniforme est a 'origine de déformations et d’un gauchissement des piéces. En
sortie de moule, la piéce prend une forme différente de celle de 'empreinte due a un retrait inégal (vitesses de
refroidissement différentes) selon les zones de ’empreinte [11]. Ce phénoméne se rencontre en particulier sur les
piéces présentant des variations d’épaisseur, en particulier dans des zones angulaires, I’exemple le plus typique
étant une boite rectangulaire (figure 1.10).

o forme nominade
I.' . _-:_-"'__

— rd

| wariation dimeasionnella at gaomatniqua

F1G. 1.10 — Déformations typiques d’une boite en sortie de moule [1]

Défauts structurels Des mauvaises conditions de moulage peuvent conduire & des piéces ne possédant pas les
propriétés (mécaniques, optiques...) souhaitées. Une température de moule trop faible peut amplifier I'apparition
de retassures et vacuoles (dépressions en surface ou dans 1’épaisseur dues a des retraits variables selon 1’épaisseur
de la piéce, voir figure 1.11), la fragilité des lignes de soudure (zones dans laquelle deux fronts de matiére se
rejoignent), le délaminage des piéces (fragilisation des piéces due & un gradient de vitesse d’écoulement dans
Pépaisseur) [12]. Dans le cas de polymeéres chargés, un moule trop froid peut également entrainer une forte
hétérogénéité du taux de charge dans la piéce finale.

vacuole
/ ﬁ

retassure

F1G. 1.11 — Vacuoles et retassures (d’aprés [12])
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Le lien entre retassures et paramétres de maintien (pression et durée) a été montré expérimentalement [13]
dans le cas de plaques refroidies asymétriquement. L’augmentation de la différence de température dans le moule
conduit & une augmentation de la profondeur des dépressions. Pour contrer ce phénomeéne, il est nécessaire d’aug-
menter la pression de maintien ou la durée du maintien, ce qui aboutit encore & une perte de productivité.

L’injection de piéces de précision, par exemple des lentilles optiques, nécessite un controle trés précis de la
température du moule car c¢’est I'un des parameétres les plus influents sur les contraintes résiduelles dans la piéce
et sur ses propriétés optiques [9, 10]. Augmenter la température et le temps de refroidissement permet de réduire
les distortions optiques. De plus, & une température de moule donnée, augmenter le temps de refroidissement
permet de réduire les erreurs de géométrie. Pour obtenir une qualité de piéces suffisante, le choix du temps de
refroidissement doit étre fait de maniére & atteindre une température inférieure a la température de transition
vitreuse Ty en tout point de la piéce et éventuellement un équilibre thermique avant I’éjection. Les évolutions
de températures étant trés lentes en profondeur de la piéce (figure 1.12), le temps de refroidissement choisi doit
étre trés long (supérieur a 140 secondes dans ce cas pour une piéce trés épaisse).
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FIG. 1.12 - Evolution de la température dans 1’épaisseur du polymére (PMMA) avec le temps [10]

D’autre part, des calculs thermo-mécaniques du refroidissement ont également permis de montrer U'effet d’un
refroidissement non homogéne sur les contraintes résiduelles [11, 14]. Les contraintes dues a I’écoulement sont
fonctions de la viscosité du polymére n et de la vitesse de cisaillement 4 : ¢ = 77. Les contraintes d’origine
thermique sont dues aux gradients de température dans la piéce & la fin du maintien en pression. Le retrait
dit aux déformations thermiques lors du refroidissement ep = ap AT est alors non uniforme ce qui entraine
I'apparition de contraintes résiduelles dans la piéce. Dans le cas d’'un cylindre creux par exemple, la surface
extérieure est refroidie plus rapidement que la surface intérieure car le noyau présente une surface d’échange
plus faible et une température plus élevée. Ce refroidissement asymétrique créée des contraintes de compression
différentes sur les surfaces internes et externes et des contraintes de traction dans I’épaisseur. Enfin, controler
Phistoire (I'évolution) de la température du moule au lieu de réguler a une température constante permet de
limiter les contraintes résiduelles dans le polymere [15].

Défauts d’aspect Une température de moule non uniforme ou non adaptée au polymeére favorise I’apparition
de défauts d’aspects [12]. Par exemple, une température de moule trop faible peut conduire a I’apparition de
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traces de givrage (dues a la vapeur d’eau présente dans le polymére), de défauts de type peau d’orange (plisse-
ment de la surface perpendiculairement & 1’écoulement par glissement de la matiére), de traces d’écoulement qui
marquent une position instantanée du front de matiére lors du remplissage [16]. Au contraire, une température
de moule trop élevée peut conduire a I'apparition de marques de brilure.

La température du moule a également un effet sur le taux de cristallinité x des polymeéres semi-cristallins
et la morphologie des phases cristallines [17]. Le taux de cristallinité augmente avec la température du moule
puisque le refroidissement est plus lent (dans le cas du polypropyléne, il passe de 55,9 & 60% en augmentant la
température du moule de 60 a 140°C).

Une mauvaise régulation thermique des moules d’injection peut donc avoir de graves conséquences sur la
qualité des piéces produites et sur les cadences de production. De plus, la température du moule est un des
paramétres les plus difficiles & modifier lors de la production car les temps de stabilisation peuvent étre trés
longs. On a souvent peu de controle direct sur la température & la surface de la cavité moulante. La prise en
compte des problémes thermiques lors de la conception et la fabrication des moules peut permettre de réduire
ces problémes et éviter des rectifications du moule.

1.3 Les méthodes de fabrication des moules et leurs conséquences
pour la régulation thermique

1.3.1 Fabrication "traditionnelle" des moules
1.3.1.1 Procédés

Les méthodes par enlévement de matiére représentent la trés grande majorité des méthodes utilisées pour
la fabrication des moules et inserts pour moules d’injection [18]. Aprés usinage par les procédés classiques
(fraisage, tournage, pergage...), une ou plusieurs étapes de finition et un traitement de surface sont souvent
nécessaires pour obtenir ’état de surface souhaité. Les autres méthodes par enlévement de matiére peuvent étre
I’électroérosion, la découpe a fil, I'usinage électrochimique, les attaques chimiques... Les autres grands procédés
utilisables sont la fonderie, le dép6t de métal ou le dépdt électrolytique. Le choix du procédé utilisé dépendra
de la taille et de la géométrie de la cavité, des matériaux utilisables, du coiit et des délais de fabrication.

1.3.1.2 Matériaux

Les matériaux utilisés pour la fabrication des moules d’injection de thermoplastiques sont principalement des
aciers choisis selon le procédé de fabrication retenu pour le moule et les conditions d’utilisation (sollicitations,
interactions avec les polymeres...) [18].

La conductivité thermiques des aciers dépend de la composition et de la charge en éléments d’alliages [19]
et varie environ entre 15 et 40W.m ' K~!. Le choix des aciers pour moules d’injection ne doit cependant pas
dépendre uniquement des propriétés thermiques mais aussi de la résistance mécanique et a la corrosion. L’aug-
mentation des propriétés mécaniques se traduit par 'ajout d’éléments d’alliage qui peuvent étre nuisibles aux
propriétés thermiques (par exemple le chrome utilisé pour la résistance a la corrosion a tendance a faire diminuer
la conductivité thermique).

L’utilisation d’aluminium pour la fabrication de moules d’injection commence & étre souvent envisagée. Les
alliages d’aluminium offrent en effet un grand nombre d’avantages par rapport aux aciers [20]. En plus d’une
meilleure usinabilité, ils présentent l'avantage d’avoir une conductivité thermique jusqu’a 5 fois supérieure a
celle des aciers. Une meilleure uniformité de température est donc possible dans le moule en utilisant moins
de canaux de refroidissement (en particulier dans les zones critiques). La grande capacité thermique permet
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également d’envisager la production de piéces difficiles a obtenir dans des moules acier : piéces épaisses et a
section plus massive et piéces complexes.

1.3.1.3 Technologies "traditionnelles" de régulation thermique des moules

Dans la plupart des cas, la régulation des moules d’injection est assurée par circulation d’un fluide caloporteur
dans des canaux percés dans le moule. Un circuit complet peut étre fabriqué par percage de canaux rectilignes et
P'utilisation de bouchons pour fermer le circuit (figure 1.13). Ce systéme est trés efficace pour le refroidissement de
plaque planes et rectangulaires puisque les canaux peuvent étre repartis réguliérement & une distance constante
de la piéce. Un refroidissement quasiment uniforme sera donc assuré. Par contre, I'utilisation de canaux rectilignes
ne permet pas d’obtenir un refroidissement uniforme de piéces circulaires ou non planes (figure 1.14).
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Fia. 1.13 — Exemple de circuit obtenu & partir de F1G. 1.14 — Probléme de refroidissement d’une piéce
canaux rectilignes [18] circulaire avec des canaux rectilignes [18]

Pour des zones trés chaudes mais disposant de peu d’espace pour permettre la mise en place d’une circulation
de fluide (par exemple les noyaux étroits), le refroidissement peut étre effectué en utilisant des fontaines ou des
inserts de matériaux trés conducteurs (cuivre, bronze ou béryllium par exemple) en contact a 'autre extrémité
avec un canal éloigné de la surface (figure 1.15) [18, 21].
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F1G. 1.15 — Refroidissement de noyaux par utilisation de fontaines ou d’inserts conducteurs [18]

Water in

L’utilisation de caloducs est également possible. Un caloduc est un tube creux dont la paroi intérieure est
recouverte d’un couche poreuse saturée de fluide (figure 1.16) [22]. L’augmentation de chaleur & une extrémité
du caloduc provoque 'évaporation du fluide qui se condense a Pautre extrémité (qui est refroidie) puis retourne
vers la source de chaleur par capillarité dans la paroi. Le changement d’état consomme de 1’énergie et permet
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donc d’évacuer une partie de la chaleur. Les plages de température de fonctionnement doivent étre choisies avec
soin pour que la température du moule corresponde & la température d’évaporation du fluide.

l l l C’:)frp@ Flux de liquide I I '
S
j:porutm F'lux?;:pﬂr

Condenseur
ot o e T W W

DI e |

F1G. 1.16 — Schéma de principe d’un caloduc [22]

Le choix du nombre, de la taille et de la position des canaux de refroidissement dépendra, pour une méme
piéce, du matériau constitutif du moule et en particulier de sa conductivité thermique. La faible conductivité
thermique des aciers conduit & une multiplication des canaux de refroidissement dans les zones critiques pour
uniformiser les températures. D’autre part, la conductivité thermique élevée des alliages d’aluminium permet
d’utiliser moins de canaux, plus éloignés de la surface tout en améliorant le temps de refroidissement et 1’uni-
formité de température.

1.3.2 Procédés d’outillage rapide appliqués a la fabrication des moules d’injection

De nouveaux procédés de fabrication des moules d’injection font aujourd’hui leur apparition pour des moules
pouvant étre utilisés pour des moyennes et grandes séries. Ces procédés de prototypage rapide appliquées a la
fabrication des outils permettent d’obtenir rapidement et & moindre cotit des piéces “bonne matiére,/bon procédé”.

Le nombre de procédés rapides existants aujourd’hui est important et un petit nombre d’entre eux possédent
des possibilités d’adaptation a loutillage rapide (voir [23] pour une aide au choix de procédés rapides selon les
procédés et [24] pour ceux applicables & l'injection). Parmi les procédés directs (outillage rapide), les procédés
les plus prometteurs (classés par nombre de piéces productibles croissant) sont la stéréolithographie, 'impression
3D, le frittage laser de poudre, I'assemblage de strates.

1.3.2.1 Principes des procédés rapides

Tous ces procédés sont basés sur une fabrication par empilement de couches élémentaires plus ou moins
épaisses selon le procédé. Le découpage de la géométrie est effectué a partir d’un fichier CAO de la géométrie
au format STL (approximation des surfaces par triangulation). La fabrication est ensuite variable pour chaque
procédé.

La stéréolithographie Le procédé consiste a solidifier une résine photosensible (résine époxyde) sous l'ac-
tion d’une source lumineuse (faisceau laser ou UV) balayant les couches successives. Un traitement éventuel de
post-polymeérisation permet de compléter la transformation de la résine en coeur de piéce et d’éviter la poursuite
de la réaction lors des injections [25].

La faible conductivité thermique des résines peut poser des problémes de refroidissement et induire des
problémes de distorsion de piéces [26]. De plus, la rapide diminution des propriétés mécaniques des résines
époxydes avec la température oblige a augmenter les temps de cycles pour laisser le moule refroidir et éviter de
dépasser la température de transition de la résine (entre 60 et 90°C).
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L’impression 3D L’impression 3D est un procédé semblable au frittage de poudre mais la fusion partielle
par frittage est remplacée par I'utilisation d’un liant pour maintenir la poudre en forme avant le recuit [27]. Le
procédé est semblable & I'impression jet d’encre mais avec un empilement successif des couches.

Le frittage laser de poudre métallique Le procédé consiste a étaler de fines couches de poudre métallique
qui sont successivement frittées par balayage d'un laser (figure 1.17). Un recuit aprés construction permet de
densifier la piéce mais conduit & un retrait important et & des fissurations en cas de conception de piéce non
adaptée. La méthode directe désigne le frittage d’un métal seul alors que la méthode indirecte implique la pré-
sence d’un liant & plus bas point de fusion comme un polymére ou un deuxiéme métal a température de fusion
plus faible [28].
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F1a. 1.17 — Principe du frittage laser de poudre [29]

Les poudres métalliques utilisées peuvent étre des alliages & base de fer, nickel, cobalt ou cuivre [30], de la
poudre acier avec une couche de liant polymeére [30, 31]. Les moules obtenus aprés frittage permettent de mouler
entre quelques centaines et quelques milliers de piéces.

L’infiltration de résine époxy avant le recuit [32] permet de réduire la porosité de la piece. Toutefois, la
conductivité thermique de la résine pouvant étre jusqu’a 1000 fois inférieure a celle de acier, il est nécessaire
soit de reconcevoir 'insert pour prendre en compte cette diminution de la conductivité globale soit d’allonger
les temps de cycles pour que la température du moule descende suffisamment avant le cycle suivant.

L’assemblage de strates La piéce est fabriquée par assemblage de plaques (métalliques ou autres) d’épaisseur
pouvant aller jusqu’a quelques millimétres (figure 1.18). La piéce a fabriquer est décomposée selon des plans dont
I’espacement correspond a I’épaisseur des plaques utilisées. L’usinage est réalisé séparément pour chaque tranche
et celles-ci sont ensuite assemblées manuellement et assemblées par brasage [33, 34|, collage ou assemblage
meécanique. Dans le cas des moules d’injection, la solution du brasage semble la plus favorable car elle permet
d’obtenir des résistances suffisantes par rapport a des sollicitations subies lors de l’'injection et 1’étanchéité
nécessaire pour les canaux de refroidissement. Pour des séries de quelques centaines de piéces, un assemblage
mécanique peut étre suffisant [35]. Enfin, une finition peut étre nécessaire pour respecter les états de surface au
niveau des interfaces [36, 37].

Ce procédé a également été appliqué a la fabrication de moules d’extrusion-soufflage [38], d’injection soufflage
[39] et de moussage [40] en aluminium, de moules de fonderie sous pression [41] et de formage superplastique
[33)].
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F1G. 1.18 — Principe de la fabrication par strates (procédé Stratoconception®) [38]

1.3.3 Conséquences pour la régulation thermique des moules d’injection
1.3.3.1 Possibilités géométriques pour la fabrication des canaux de refroidissement

Les procédés permettent la fabrication de formes complexes impossibles & obtenir par usinage. L utilisation
de formes complexes pour la fabrication des circuits de refroidissement permet d’envisager une diminution du
temps de refroidissement et une augmentation de la qualité en placant les canaux & une distance constante de
la piéce (canaux conformes).

Canaux conformes L’une des premiéres applications en terme de refroidissement a été la fabrication de
canaux qui suivent la surface de la piéce a refroidir (canaux conformes) afin de diminuer les temps de cycle et les
différences de température dans les pieces (par exemple [42]). Cette possibilité est particuliérement intéressante
dans le cas de piéces non planes et circulaires comme des piéces cylindriques (figure 1.19). Les canaux conformes
permettent dans ce cas de réduire les différences de refroidissement entre le noyau et la matrice du moule [43].

F1a. 1.19 — Canaux rectilignes et canaux conformes [43]

Des simulations effectuées par éléments finis sur des moules en acier et des moules obtenus par impression
3D montrent que pour un méme débit de fluide, des canaux conformes permettent de réduire le temps de
cycle (de 19%), les distortions de la piece (13%) et améliorer les conformités de dimensions de la piéce avec le
moule, malgré les propriétés thermiques moins intéressantes du matériau utilisé (36,5W.m~*.K~! pour un acier
40CMDS et 28W.m~ 1. K~! pour un matériau utilisé pour 'impression 3D) [44]. Une amélioration encore plus
importante serait possible en utilisant un matériau possédant les propriétés de I'acier 40CMDS8 pour obtenir un
refroidissement conforme.
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Les canaux conformes peuvent également étre utilisés pour stabiliser plus rapidement la température du
moule lors des premiers cycles [45] et éviter d’obtenir des piéces différentes entre les premiers cycles et les sui-
vants. La distance des canaux a la surface de la piéce est alors calculée de maniére & pouvoir évacuer la totalité
de la chaleur apportée par le polymeére pendant le refroidissement [27]. La température du moule reste alors
globalement constante au cours des cycles.

Les procédés de prototypage rapide sont néanmoins limités par l'orientation de fabrication choisie. Par
exemple dans le cas des assemblages stratifiés, les canaux doivent se trouver soit dans le plan des plaques soit
perpendiculairement a ce plan (ou avec un angle trés faible) pour permettre 1'usinage. Pour les autres procédés,
I’ajout de supports lors de la fabrication peut s’avérer nécessaire pour fabriquer des cavités dans la piéce.

Sections non circulaires De la méme maniére, les sections des canaux de refroidissement ne sont plus li-
mitées & des formes circulaires comme c’est le cas lors d’une fabrication par usinage. Des canaux de forme
rectangulaire et elliptique ont été réalisés par stéréolithographie [46] et stratoconception [47]. La modification
de la section seule suffit & améliorer 1’évacuation de chaleur (ce qui ce traduit par une température de moule
globalement plus faible). Il faut toutefois rester prudent pour ne pas augmenter le rayon hydraulique équivalent
des canaux qui pourrait aboutir a une diminution rapide du coefficient d’échange.

Une amélioration du refroidissement peut également étre obtenue en introduisant des éléments perturbant
I’écoulement & 'intérieur méme des canaux. Une amélioration importante a en effet été obtenue par ajout d’une
texture a la surface des canaux de refroidissement obtenus par impression 3D [43]. Le coefficient d’échange a
ainsi été multiplié par 8 par rapport & un canal lisse.

D’autre part, les possibilités géométriques permettent d’envisager le refroidissement des moules non pas a
l'aide de canaux dans lesquels circule un fluide mais avec de véritables surfaces d’échanges suivant les surface
de la piéce a refroidir & la maniére d’échangeurs thermiques (figure 1.20) [39].

Fia. 1.20 — Proposition de refroidissement d’un moule d’extrusion-soufflage stratifié pour la production de
bouteilles et strate élémentaire correspondante [39]

1.3.3.2 Conductivité thermique des matériaux utilisés

Les procédés rapides ne permettent pas aujourd’hui I'utilisation de n’importe quel matériau pour la fabri-
cation des moules. De plus, aprés fabrication, les propriétés équivalentes sont souvent inférieures aux propriétés
des matériaux massifs équivalents. En particulier, la conductivité thermique des moules obtenus est trés variable
selon les procédés utilisés (tableau 1.1).
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Conductivité
Matériaux Procédés thermique
[W.m~ L. K]
Acier Usinage, Stratoconception 15 & 40 [48]
Poudre acier Impression 3D, Frittage 20 (27, 31]
Aluminium Usinage, Stratoconception 110 a 160 [49
Cuivre Usinage 160 & 400 [50
Poudre cuivre/polyamide Frittage 40 [31]
Résine Stéréolithographie 0,2 [51, 52]

TAB. 1.1 — Ordres de grandeur des conductivités thermiques des matériaux utilisés pour la fabrication des
moules d’injection

Le frittage de poudre et 'impression 3D donnent généralement des matériaux poreux ce qui ne permet pas
de retrouver globalement les propriétés du matériau massif, en particulier pour la conductivité thermique. Pour
améliorer celle-ci, il est alors possible de réaliser des infiltrations (de bronze ou de cuivre par exemple) [27].

La fabrication par empilement de strates entraine des discontinuités au niveau de chaque interface entre
strates. Selon ’assemblage et la conductivité thermique du moyen d’assemblage, les conséquences sur la conduc-
tivité thermique globale sont variables.

La stéréolithographie utilise des résines de trés faible conductivité thermique, environ 100 fois inférieure
a celle d’'un acier. L’utilisation de canaux de cuivre incorporés directement dans le moule lors de sa fabrica-
tion permet de réduire ce défaut [53]. Toutefois, les moules produits par stéréolithographie sont destinés aux
pré-séries ou petites séries (quelques milliers de piéces maximum) [53] pour lesquelles la productivité n’est pas
nécessairement importante. La faible conductivité thermique et les températures de moule limitées ne sont donc
pas des facteurs prépondérants lors du choix de ce procédé.

Hopkinson, Ferraira et Harris [54, 53, 52, 55] ont montré que la diminution de la conductivité thermique
aura des conséquences sur :
— le temps de cycle qui s’allonge, jusqu’a plusieurs minutes pour des piéces épaisses (figure 1.21),
— la température du moule qui augmente et présente des gradients importants,
— la qualité des piéces produites (dilatation du moule plus grande) et la cristallinité dans le cas de polymeres
semi-cristallins.

Les procédés traditionnels de fabrication des moules sont limités pour la fabrication de circuits de refroidisse-
ment complexes. Le recours a d’autres méthodes de refroidissement (inserts, fontaines...) est donc courant pour
remédier aux problémes de refroidissement de piéces complexes. Les procédés d’outillage rapide offrent beau-
coup plus de possibilités géométriques pour créer des canaux de géométries plus évoluées. Toutefois, selon les
procédés, les matériaux disponibles n’offrent pas les mémes caractéristiques thermiques que 'acier. L’utilisation
des ces procédés devrait conduire & repenser les méthodes de conception du refroidissement.

1.4 Les méthodes de conception de la régulation thermique des moules
Lors de la conception des moules d’injection, la phase concernant le refroidissement est souvent I'une des

derniéres étapes aprés la conception des composants de toutes les autres fonctions du moule : distribution du
polymeére fondu, mise en forme, solidification et éjection du polymeére.
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Fic. 1.21 — Comparaison des températures dans un moule aluminium et un moule obtenu par stéréolithographie
(d’apres [54])

Les étapes de la conception du moule comprennent (dans l'ordre proposé dans [18]) :

— la définition du plan de joint ;

— le choix du nombre de cavités dans le moule;

— la conception de lalimentation du moule et des empreintes (canaux et seuils) ;
— la conception du refroidissement ;

— le calcul des dimensions exactes de 'empreinte ;

— la conception du systéme d’éjection ;

— l'intégration des dispositifs de guidage et d’alignement ;

— le choix du nombre et de la position des évents ;

— le systéme de montage.

En pratique, I’étape de conception du refroidissement est souvent reléguée dans les derniéres étapes (voire
parfois aprés les premiers tests du moule). Les possibilités d’implantation des canaux de refroidissement sont
alors trés limitées par les composants des autres fonctions du moule et la régulation n’est pas toujours optimale.

Les objectifs d’une conception d’un systéme de refroidissement de moule sont [56] :

— un refroidissement uniforme de la piéce pour minimiser I’apparition de défauts,

— l'obtention de la température de moule désirée en début de cycle pour permettre I’écoulement du polymére
et le remplissage complet du moule tout en restant & un niveau de température conforme & celui préconisé
pour la mise en forme du polymere,

— la limitation du temps de cycle.

Le placement des canaux de refroidissement est limité par la géométrie du moule, le plan de joint, les éjec-
teurs et tous les éléments mobiles du moule. Les méthodes utilisées pour concevoir le circuit de refroidissement
vont de l'expérience du concepteur basée sur quelques régles qualitatives jusqu’a la simulation numérique per-
mettant de reproduire le refroidissement de piéces complexes en passant par des calculs analytiques permettant
de concevoir simplement des circuits pour des piéces simples.

Le but des ces méthodes est de déterminer le diamétre des canaux D¢, 'entraxe d.. et la distance dg. des
canaux a la cavité moulante par exemple dans le cas d'une plaque dont la section est représentée sur la figure
1.22.
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FiG. 1.22 — Définitions des longueurs représentatives du positionnement des canaux

1.4.1 Quelques régles qualitatives pour le positionnement des canaux de refroi-
dissement

L’influence de la position des canaux sur la température en surface du moule peut étre qualitativement ex-
pliquée dans le cas du refroidissement d’une piéce plane. On suppose que les isothermes sont circulaires autour
des canaux de refroidissement (figure 1.23) [57].

F1a. 1.23 — Effet de la position des canaux sur la température en surface de moule (d’apres [57])

Ce schéma permet de retrouver les régles de conception de la bibliographie [20, 56, 58] :

— La distance conseillée entre les canaux et la cavité doit étre égale a 2 ou 3 fois le diameétre des canaux.
Dans ce cas, on obtient une température uniforme a la surface du moule (cas 1).

— Augmenter la distance entre les canaux (cas 2) entraine une augmentation de la température moyenne a
la surface du moule et une diminution de I'uniformité de température.

— Plus la distance entre la cavité et les canaux est petite (cas 3), plus la température en surface du moule sera
faible (la piéce sera donc refroidie plus rapidement) mais les différences de température sont supérieures
a la configuration initiale.

Un probléme de conception similaire apparait lors de la conception du refroidissement des moules de fonderie
[57]. Des regles simples sont également données pour placer des canaux de refroidissement selon le réfrigérant
utilisé. Par exemple, pour un refroidissement par eau et une épaisseur de piéce ep de 2mm, le diamétre des
canaux conseillé est Do = 6 & 8mm, la distance des canaux a la surface de la cavité moulante d,. est de 8 4 10
fois le diamétre et la distance entre canaux d.. est environ égale a d..
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Selon l'objectif principal et le matériau utilisé, ces régles peuvent étre adaptées.
— Pour diminuer le temps de refroidissement, plusieurs options sont possibles :
— approcher les canaux de la surface du moule,
— diminuer la distance entre les canaux,
— diminuer la température du liquide de refroidissement,
— Pour améliorer I'uniformité de température, on pourra :
— ¢loigner les canaux de la surface du moule,
— diminuer la distance entre les canaux,
— Utiliser un matériau de conductivité thermique plus élevée permet d’améliorer I'uniformité et diminuer la
température moyenne en limitant le nombre de canaux [20].

1.4.2 Meéthodes analytiques de conception des canaux de refroidissement

Des méthodes analytiques ont été proposées pour positionner et dimensionner les canaux de refroidissement
par rapport & une piéce plane [18, 20, 59]. Les différentes méthodes proposées reposent sur les mémes étapes :
calcul du temps de refroidissement, bilan thermique des échanges du moule et calcul de la géométrie du systéme
de refroidissement (diameétre et position des canaux) et vérification de l'uniformité de température.

1.4.2.1 Calcul du temps de refroidissement

Un calcul mono-dimensionnel simplifié peut donner une bonne précision du temps de refroidissement. Les
piéces injectées sont des piéces minces : I’épaisseur est beaucoup plus faible que les autres dimensions. Lors du
refroidissement, on peut donc considérer que le transfert de chaleur n’a lieu que dans la direction de I’épaisseur.
On consideére alors une plaque infinie d’épaisseur ep. La température a la surface de la piéce est supposée égale
a la température en surface du moule qui est considérée constante et égale & Thy (figure 1.24). A I'instant initial,
on considére que la piéce est a une température uniforme égale a la température d’injection T, .

La température a 'intérieur du polymeére vérifie ’équation de la chaleur (1.3) ot ap est la diffusivité ther-

mique du polymére (ap = pp)‘cf’PP ).
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F1a. 1.24 — Représentation schématique de la répartition de température dans le polymeére

Agassant [2] rappelle la solution de I’équation (1.3) obtenue par Carslaw et Jaeger [60] :

4 00 _1)» —ap(2nt1)2x3t 92 1
T(x,t) =Tm + — (Ting — Tr) Z < (1) e P cos (M> (1.4)

s 2n+1 ep
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La série converge trés vite lorsque ae—’;’t est grand (en pratique la solution approchée est trés proche de la
P

solution exacte si “e—f;’t > 0,1). En se limitant au premier terme de la série, le temps de refroidissement t,.s
P

est alors obtenu lorsque la température maximale dans la piéce (en x = <) est inférieure a la température
d’éjection T¢; :

2
e 4 (Ting — T
tret = In{——"—7+— 1.5
! G/P7T2 n (TF < Te] — TM ( )

Pour une diffusivité thermique de 10~"m?.s™! et une épaisseur de 2mm, on a 2 = 0,025. On peut donc consi-
P

dérer que la solution sera exacte aprés t = 4s.

Si on considére que le temps de refroidissement est atteint lorsque la température moyenne dans la piéce
est inférieure a la température d’éjection (critére utilisé en particulier pour des piéces épaisses), on obtient une
expression différente du temps de refroidissement :

2
€p 8 Tinj - TM
tref = n{—(——— 1.6
rf T apn? (71'2 ( Tej —Tv (1.6)
Le temps de refroidissement est calculable de la méme maniére pour des piéces simples de forme cylindrique,

sphérique ou cubique [18]. Pour des hypothéses différentes (en particulier les conditions limites a la surface du
moule), les coefficients de I'expression obtenue pour le temps de refroidissement sont légérement différentes [61].

1.4.2.2 Bilan thermique sur le moule

Le bilan des échanges thermiques avec son environnement permet de déterminer la quantité de chaleur qu’il
est nécessaire d’évacuer pendant un cycle a l'aide du systéme de régulation.

Chaleur apportée par le polymére La quantité de chaleur & évacuer est due a la variation d’enthalpie de
la piéce pendant le refroidissement [20, 62]. On note pp la masse volumique du polymeére, Vp le volume de la
piéce et AH la variation d’enthalpie massique entre la température d’injection et la température d’éjection. La
quantité de chaleur totale libérée de la piéce Qp est donc :

Qp=AHppVp (1.7)

Cette variation d’enthalpie prend en compte la baisse de température de la piéce depuis la température
d’injection T;,; & la température d’éjection T, et éventuellement la chaleur due a la solidification (cristallisation
partielle du polymere). La quantité de chaleur apportée par le polymére peut donc également s’écrire selon
léquation (1.8) [58] o Cp est la capacité calorifique massique du polymére, Qsoq la quantité de chaleur
massique apportée par la solidification.

Qp = ((Tinj — Te;)Cp + Qsotia) ppVp (1.8)

Echange de chaleur du moule avec son environnement La chaleur apportée par le polymére est éva-
cuée du moule par convection avec le liquide de refroidissement et par des échanges (conductifs, convectifs et
radiatifs) avec son environnement [62, 20].

Les échanges par conduction, convection dans l'air et radiation sont souvent négligés [59, 18]. L’équilibre
permet donc de déterminer la quantité de chaleur que le liquide de refroidissement doit absorber :

Qr=0Qp (1.9)
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Fluide caloporteur Le débit volumique de fluide doit permettre d’absorber la chaleur provenant du polymeére
en évitant une augmentation trop importante de sa température pour assurer un refroidissement identique de
toute la piéce. Le débit minimum de fluide D peut donc étre estimé en fonction de la quantité de chaleur Q g,
de 'augmentation de température autorisée ATx, de la masse volumique pg, de la capacité calorifique massique
du fluide CF et du temps de refroidissement ¢, [18, 59] :

Qr

Dp=———"——
r prCrATpt,cf

(1.10)

1.4.2.3 Geéométrie du systéme de refroidissement

Diamétre des canaux de refroidissement Le diamétre maximal des canaux doit étre choisi de maniére a
assurer un écoulement turbulent pour le débit volumique Dp. Pour cela, le nombre de Reynolds Re = m‘f? Do
doit étre suffisamment élevé (typiquement Re > Renin avec Ren, = 3000). Le diamétre maximal des canaux

pour assurer un écoulement turbulent avec le débit F' est alors :

4Dp
Do = 1.11
Comex = 17 oo — (1.11)

vp est la viscosité cinématique du fluide que 'on peut définir a partir de la viscosité dynamique ng : vp = %.

Coefficient d’échange Le coefficient d’échange par convection hp avec le fluide de refroidissement peut étre
calculé a partir du nombre de Nusselt qui est défini par Nu = %. De nombreuses corrélations sont disponibles
pour déterminer le nombre de Nusselt selon I’état de surface des canaux, 1’écoulement (nombre de Reynolds),

le fluide (nombre de Prandtl).

Dans le cas d’'un écoulement laminaire, on retient Nu = 4,364 dans le cas d’un flux & la paroi constant et
Nu = 3,66 dans le cas d’'une température de paroi constante [63].

Dans le cas d’un écoulement turbulent, on note A\p la conductivité du fluide, Pr le nombre de Prandtl défini
par Pr = CF;’J. Une relation valable pour des conduites longues et lisses dans les cas vérifiant 0,7 < Pr < 160
et Re > 10000 utilisée pour des applications en injection et fonderie est donnée par la corrélation de Colburn
(équation 1.12) ou de Dittus-Boettler (équation 1.13) [64].

Nu = 0,023Re"SPrs (1.12)

n = 0,3 pour le refroidissement

n = 0,4 pour le chauffage (1.13)

Nu = 0,023Re"¥Pr" avec {

La comparaison des résultats obtenus par simulation numérique en utilisant le coefficient obtenu par la loi

de Colburn et des mesures de températures réalisées sur des maquettes représentant un moule de fonderie dans

les conditions d’utilisation industrielles ont montré une erreur de 10% environ sur les températures obtenues

(mais d’autres hypothéses ont été faites en particulier pour obtenir le flux de chauffage du moule) [64]. D’autres
exemples peuvent étre obtenus dans les références [18, 20, 58, 59, 63].

Position des canaux On note T la température du fluide de refroidissement, T¢ est la température a la
surface des canaux de refroidissement, I'c est la surface des canaux de refroidissement.

La différence de température entre la surface de la cavité moulante et la surface des canaux de refroidissement
est due a la conductivité limitée du matériau constitutif du moule \j; et est fonction de la distance entre la
cavité et les canaux L. La densité de flux moyenne & I'intérieur du moule ¢,; peut donc s’écrire :

A
b = dM

(Tm —Tc) (1.14)

SC
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Polymeére Moule Canal x

F1G. 1.25 — Représentation schématique du profil de température dans le moule

La densité de flux spécifique & un canal est fonction du rapport entre les surfaces du canal I'c = 7D¢ et
de la cavité moulante en vis & vis I'jy; = de. (sur une section 2D du moule, les surfaces sont assimilées aux
périmetres) :

T
oc = F_hF (Te —Tr) (1.15)
C

Le rapport des surfaces I'j); et I'c est fonction de I'entraxe d.. et du diamétre Deo. La représentation des
relations 1.14 et 1.15 sous forme de graphique permet de déterminer des couples (d,.., ds.) solutions. Il est alors
possible de choisir la distance entre les canaux et la distance entre la cavité et les canaux pour effectuer le
refroidissement.

1.4.2.4 Estimation de uniformité du refroidissement

Pour une géométrie donnée, l'erreur de refroidissement peut étre estimée simplement. L’erreur de refroidis-
sement peut étre définie comme la différence normée entre les densités de flux extraits a la surface du moule
[18] :

P ¢max - ¢min
TS

L’erreur peut s’écrire sous la forme :

(1.16)

d 2,8k
j=2,4x0,22Bi <d—> (1.17)

sc

ou Bi est le nombre de Biot défini par Bi = % et k est un facteur de forme défini par k = In Z“C. Le refroi-

dissement est considéré uniforme si j < 10%. Dans le cas contraire, il est préférable de modifier la géométrie.

Pour des piéces complexes, la division en zones critiques de refroidissement qui sont analysées séparément (et
indépendamment selon les cotés de la piéce) permet de déterminer une géométrie du systéme de refroidissement
en 2D. Des corrections pour des piéces qui ne sont pas planes (ou planes par segments) sont proposées [18].
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F1G. 1.26 — Représentation schématique de la répartition du flux sortant de la piéce selon la position par rapport
au canal de refroidissement (d’apres [18])

1.4.2.5 Difficultés de refroidissement

Certaines géométries sont particuliérement délicates a refroidir. Par exemple, les changements d’épaisseur,
les angles et nervures. La prise en compte de ces difficultés lors de la conception des piéces peut permettre de
réduire les défauts favorisés par ces géomeétries [1].

La difficulté de refroidissement des coins (figure 1.27) peut simplement s’expliquer par les différences de
rapport volume de piéce/surface d’échange qui est plus important dans angle que dans le reste de la piece. A
Pextérieur de ’angle, ’élément de volume (1) présente deux faces en vis a vis direct des canaux de refroidissement.
A Tintérieur, 1’élément de volume (2) ne présente pas de surface d’échange avec le moule. Sur les cotés de la
piéce, chaque élément de volume présente une face en contact avec le moule. On peut donc s’attendre a des
vitesses de refroidissement différentes entre le coin et les cotés de la piéce et entre les deux faces du coin, le
refroidissement le plus lent étant a I'intérieur.

Zone ou la solidification
se fait en dernier

s

F1a. 1.27 — Probléme de refroidissement des piéces angulaires (d’aprés [18])

Une adaptation du refroidissement dans ces zones devrait donc étre envisagée pour éviter une déformation
de piéce importante, mais les relations analytiques donnent peu d’indications a ce sujet. La méthode analytique
est donc efficace pour des piéces planes et sans difficultés mais n’est pas optimale pour des géométries plus
complexes.

1.4.3 Simulations numériques des transferts thermiques lors de ’injection

Les méthodes numériques s’avérent nécessaires pour simuler le refroidissement de piéces complexes et per-
mettent en particulier d’obtenir les temps de refroidissement et les distributions de températures dans la piéce.
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On peut distinguer deux stratégies principales pour les simulations numériques des transferts thermiques dans
le refroidissement, selon que ’on s’intéresse ou non a 'effet de la géométrie du moule.

1.4.3.1 Simulation de I’évolution de température dans le polymére par un calcul thermo-mécanique

Les calculs peuvent étre réalisés avec précision dans le polymére de maniére & prendre en compte les phé-
nomeénes mécaniques (écoulement, variations de pression). Dans ce cas, des hypothéses trés simplificatrices sont
utilisées pour écrire les conditions aux limites sur la surface de la piéce en contact avec le moule.

Température de surface de piéce constante et uniforme La solution la plus simple consiste a utiliser
une température de moule uniforme et constante et de considérer que la surface du polymére passe instanta-
nément a cette température lorsque le polymére entre en contact avec le moule. Dans ce cas, la géométrie du
systéme de refroidissement et les parameétres de la régulation (autres que la température) n’ont pas d’influence.

Le module de calcul de remplissage MPI/Flow de Moldflow® utilise cette hypothése. Le calcul d’écoulement
thermo-mécanique permet de déterminer I’évolution de température dans 1’épaisseur de la piéce en supposant
une température a la surface égale & la température du liquide de refroidissement. Le calcul du remplissage
est réalisé par la méthode des éléments finis. Seule la conduction thermique dans I’épaisseur de la piéce est
considéré, ce qui permet de réaliser le calcul par différences finies 1D.

Chiang [65, 66] et Chiu [67] utilisent cette méme méthode pour prendre en compte des variations de propriétés
avec la température et la chaleur apportée par la cristallisation des polyméres cristallins par I'intermédiaire
d’une capacité calorifique massique variable. Le calcul par éléments finis permet également de gérer la pression
dans le polymeére par 'intermédiaire des informations du diagramme PVT pendant les phases de remplissage,
compactage et refroidissement. Ces calculs permettent donc d’obtenir par exemple la répartition de température
dans la piéce a la fin du remplissage selon le plan moyen et dans 1’épaisseur, la proportion de piéce solidifiée (a
la fin du remplissage, pendant le refroidissement). Dubay [68] utilise lui une résolution thermo-mécanique par
différences finies 2D dans le polymeére en coordonnées cylindriques.

Température de surface de piéce constante mais non uniforme Une deuxiéme solution, un peu plus
précise, consiste a déterminer numériquement la distribution de température moyenne (stationnaire) au cours
d’un cycle dans le moule en fonction de la géométrie et d’utiliser cette température comme condition limite pour
le calcul dans la piéce. La montée de température du moule au cours des premiers cycles de production et les
variations de température lors d’un cycle sont négligées.

Le module de calcul du refroidissement MPI/Cool des logiciels Moldflow® et C-Mold® utilisent par exemple
cette hypothése. Un calcul thermique analytique dans 1’épaisseur de la piéce est couplé a un calcul thermique
dans le moule et & un calcul d’écoulement dans les canaux de refroidissement. La résolution de ce probléme
thermique dans le moule est réalisée par la méthode des éléments frontiéres, ce qui permet de ne mailler que la
surface des canaux de refroidissement, en plus du maillage de la piéce nécessaire pour le calcul du remplissage. Le
calcul d’écoulement dans les canaux permet de déterminer ’élévation de température entre ’entrée et la sortie
du circuit. L’influence de la géométrie et des matériaux constitutifs du moule est donc visible et ces logiciels
sont aujourd’hui principalement utilisés pour valider une conception et comparer des possibilités technologiques.
L’avantage du logiciel est de pouvoir disposer des répartitions de température a la fin du remplissage pour si-
muler le refroidissement.

Sridhar [69, 70] par exemple utilise C-Mold® pour intégrer l'effet de la nature du contact entre le moule et

le polymeére (création d’une lame d’air entre le moule et le polymére lors du refroidissement) et des propriétés
thermiques du polymeére variables sur 1’évolution de températures dans la piéce.
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La simulation du refroidissement peut étre utilisée pour comparer différentes géométries comme le fait Park
[71]. Engelmann [72] compare différents matériaux de moules et d’inserts pour retrouver des tendances expéri-
mentales comme la baisse de la température avec 'augmentation de la conductivité. Les logiciels aujourd’hui ne
proposent aucune aide & ’amélioration du refroidissement et les éventuelles modifications de géométrie doivent
étre décidées par le concepteur du moule selon son expérience.

Pour finir, il est possible de compléter cette analyse thermique du refroidissement par une étude thermo-
mécanique de la piéce afin de déterminer les retraits et les contraintes résiduelles apparaissant dans la piéce. Bikas
[73], par exemple, utilise C-Mold® pour calculer les différences de température dans le polymeére par rapport a la
température moyenne et déterminer les facteurs influengant le retrait, les déformations et contraintes résiduelles.

De la méme maniére, le logiciel Rem3D® permet de calculer les échanges thermiques entre le moule et le
polymeére pendant tout le cycle. La méthode des éléments finis est utilisée pour résoudre ’équation de la chaleur
dans le moule et la piéce. La méthode permet ainsi de simuler les évolutions de température dans le moule et la
piéce au cours du temps et d’introduire des relations de contact entre les différents domaines. L’inconvénient de
la méthode est la nécessité de réaliser une résolution volumique, ce qui implique le maillage complet du moule et
de la piéce (voir par exemple [74]). Toute modification de la géométrie du moule implique donc un gros travail
de maillage lors de la mise en données.

1.4.3.2 Simulation des transferts thermiques dans le moule

Dans ce cas, on cherche surtout & représenter les échanges thermiques dans le moule par conduction. La
condition limite sur la surface de la cavité moulante (en contact avec le polymére) peut étre trés simplifiée pour
faciliter les calculs. Les modeéles de calcul sont thermiques uniquement et sont résolus principalement par deux
méthodes : la méthode des éléments finis ou la méthode des éléments frontiéres.

1.4.3.3 Calculs dans le moule uniquement

La distribution de température moyenne au cours d’un cycle peut facilement étre obtenue par un calcul
stationnaire. Le polymére n’intervient pas directement dans le calcul mais seulement par 'intermédiaire de la
condition aux limites imposée a la surface de la cavité du moule.

Ce calcul est plus facilement réalisé par la méthode des éléments frontiéres qui présente l'avantage du gain
d’une dimension pour le maillage et le calcul, ce qui se traduit par une mise en données facilitée par rapport a
la méthode des éléments finis.

Opolski [5], Turng [75] et Matsumoto [76] utilisent cette méthode en 2D pour calculer les répartitions de
température dans une section du moule. Zhou [77] utilise cette méme méthode pour obtenir les répartitions
en 3D de la température du moule. Park [78, 79] propose de plus une modification du calcul pour prendre en
compte les canaux de refroidissement par des éléments 1D positionnés sur I’axe au lieu de mailler les cylindres.

Les simples calculs stationnaires 2D et 3D permettent de faire apparaitre des différences de refroidissement
entre noyau et cavité. La géométrie peut alors étre modifiée par 'utilisateur pour tenter d’améliorer le refroi-
dissement [5]. Cette approche ne permet toutefois pas de gérer facilement les effets de géométries de picces
complexes.

1.4.3.4 Calcul couplé avec le polymeére

Dans ce cas, la condition aux limites appliquée a la surface de la cavité du moule est obtenue par couplage avec
un calcul analytique ou numérique de I’évolution de température dans la piéce pour déterminer la quantité de
chaleur a retirer du polymeére. Le calcul dans le polymére est alors réalisé de maniére simplifiée en négligeant tous
les phénoménes thermo-mécaniques. Cette stratégie peut étre utilisée pour déterminer la distribution moyenne
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de température dans le moule (probléme stationnaire) ou les variations de température du moule au cours d’un
cycle (probléme transitoire).

Calcul stationnaire Dans le cas d’un calcul stationnaire, la méthode des éléments frontiéres est facile a
mettre en place. Chiang [66], Himasekhar [80], Chen [81] et Lu [6] couplent ce calcul avec un calcul par diffé-
rences finies 1D dans I’épaisseur de la piéce afin de déterminer le flux total extrait du polymére qui pourra étre
utilisé pour le calcul stationnaire dans le moule.

Pandelidis [82] préfére la méthode des éléments finis dans le moule pour résoudre le probléme stationnaire et
utiliser les résultats comme condition limite d’un calcul analytique transitoire 1D dans la piéce. Cette stratégie
évite un calcul transitoire multidomaine dans le moule et le polymeére.

Calcul transitoire Le calcul transitoire complet du refroidissement de la piéce polymére dans le moule n’est
jamais réalisé uniquement par la méthode des éléments frontiéres. Comme pour le calcul stationnaire, la mé-
thode est couplée a un calcul analytique ou par différences finies dans le polymeére. Lu et Hu [6, 83] calculent
les évolutions transitoires du moule par la méthode de la réciprocité duale. Les évolutions de température dans
la piéce sont toutefois approchées en 1D par différences finies.

Au contraire, la méthode des éléments finis peut étre utilisée pour déterminer des évolutions transitoires de
température dans le moule et les pieces. Tang [84, 85] et Huang [86] réalisent un calcul transitoire thermique 2D
par éléments finis dans le moule et le polymere en contact parfait. Manceau [87, 88| réalise le méme calcul mais
avec un contact réel entre le moule et le polymeére. Boillat [89] utilise la méthode des éléments finis pour calculer
directement les évolutions de température lors d’un cycle quasi-stationnaire dans le moule en imposant une
condition finale (la température du moule doit étre égale a la température initiale). Les variations des propriétés
et le retrait du polymeére sont négligés.

Les concepteurs de moules disposent aujourd’hui de nombreuses méthodes numériques pour simuler les
transferts thermiques lors de 'injection et évaluer la qualité du refroidissement. Pour notre étude, nous nous
intéresserons principalement au probléme de conduction dans le moule afin de déterminer l'effet de la géométrie
du systéme de régulation thermique. Les deux méthodes principalement utilisées dans ce cas sont la méthode
des éléments finis et la méthode des éléments frontiéres. Toutefois, dans une optique d’optimisation du refroidis-
sement (qui peut nécessiter plusieurs calculs avec des géométries différentes), la méthode des éléments frontiéres
semble la plus attrayante par rapport aux autres méthodes puisque la mise en données est facilitée. La mé-
thode est d’ailleurs utilisée couramment pour déterminer des distributions de température stationnaire dans les
moules d’injection. Toutefois, la méthode seule ne semble pas avoir été adaptée au calcul transitoire couplé des
évolutions de températures dans le moule et la piéce polymére au cours du temps.

Conclusion

Les aspects thermiques représentent des enjeux importants pour la production par injection puis qu’ils ont
des conséquences sur la qualité des piéces et la productivité du procédé. La conception de la régulation thermique
est pourtant souvent basée sur ’expérience des moulistes ou sur I'utilisation de calculs approchés. L’utilisation
des simulations numériques des transferts thermiques lors de l'injection reste une pratique rare chez les indus-
triels.

D’autre part, les évolutions récentes des techniques de fabrication des moules ont des conséquences impor-
tantes sur les performances thermiques des moules. En effet, les possibilités géométriques pour réaliser les canaux
de refroidissement sont fortement améliorées mais il est parfois nécessaire de prendre en compte des matériaux
de conductivité thermique différente de celle rencontrée habituellement. Les régles de conception difficilement
applicables a des géométries complexes et des matériaux non conventionnels ne sont donc pas suffisantes si
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I'on souhaite concevoir avec précision le systéme de régulation et tirer avantage des possibilités offertes par les
procédés d’outillage rapide.

Les méthodes de simulation numérique utilisées pour estimer 'effet de la géométrie du moule sont la méthode
des éléments finis et la méthode des éléments frontiéres. La méthode des éléments frontiéres semble la plus
adaptée pour réaliser facilement des modifications de la géométrie avec un maillage simplifié. Le calcul couplé
des évolutions de températures dans le moule et la piéce n’est toutefois jamais réalisé par la méthode des
éléments frontiéres mais en utilisant une autre méthode pour le polymeére (calcul analytique, méthode des
différences finies). Dans un premier temps, nous utiliserons donc la méthode des éléments frontiéres en régime
stationnaire pour réaliser 'optimisation. Puis nous tenterons ’adaptation de la méthode par éléments frontiéres
a la résolution de problémes transitoires couplés dans le moule et le polymére, toujours en vue de 'optimisation
du systéme de refroidissement.
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Chapitre 2

Modélisation des transferts thermiques
lors de I'injection des thermoplastiques

L’objectif de ce chapitre est d’établir les modeéles qui permettront de représenter les phénoménes thermiques
intervenant pendant l'injection. Les hypothéses retenues vont étre développées pour aboutir aux modéles que
nous utiliserons lors de nos calculs. L’objectif n’est pas forcément de modéliser avec précision les phénomeénes
thermiques ayant lieu mais de pouvoir déterminer les effets des paramétres de la régulation (géométrie des
canaux, nature du fluide, température...) sur le refroidissement afin de déterminer une configuration idéale du
systéme de refroidissement.

2.1 Evolutions de la température dans le moule

L’évolution de la température d'un moule d’injection (figure 2.1) en production fait apparaitre deux niveaux
d’observation :

— un régime transitoire lors de chaque cycle d’injection : on observe une augmentation brutale de la tem-
pérature lorsque le polymeére remplit la cavité. La température diminue ensuite jusqu’au cycle suivant
alors que la chaleur est évacuée par conduction dans le métal et convection a la surface des canaux de
refroidissement (principalement). L’amplitude des variations va dépendre de la diffusivité thermique du
métal et de la distance par rapport a la cavité moulante. Plus on s’éloigne de la surface et plus on peut
considérer que la température du moule évolue peu pendant le cycle.

— un régime quasi-stationnaire aprés quelques cycles : la température moyenne du moule au cours d’un cycle
se stabilise (a la fin du cycle la température retrouve sa valeur de début du cycle). Un calcul en régime
stationnaire permet de déterminer la distribution de température pendant le regime quasi-stationnaire en
négligeant les oscillations transitoires de la température.

Pour représenter ces deux régimes, deux modéles ont été utilisés dans ce travail :

— un modéle stationnaire pour déterminer la distribution moyenne de température dans le moule au cours
d’un cycle quasi-stationnaire ;

— un modéle transitoire pour déterminer les variations de température dans le moule au cours d’un cycle, la

montée en température du moule lors des premiers cycles d’injection et I’évolution de température dans
la piéce.
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< Cycles quasi-stationnaires .

Température stationnaire

Evolution transitoire
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—  Température a la surface du moule

_ Température en profondeur

FIG. 2.1 — Evolution schématique de la température d’un moule d’injection au cours de plusieurs cycles (d’aprés
[75, 90])

2.2 Modéle stationnaire

2.2.1 Equation de la chaleur

Le modéle stationnaire permet de déterminer la distribution de température moyenne dans le moule au cours
d’un cycle quasi-stationnaire. On ne considére pas dans ce cas les fluctuations de la température au cours du
cycle qui sont faibles a partir d’une certaine distance de la surface de la cavité moulante [80].

Les domaines de calcul et leurs frontiéres sont définis sur la figure 2.2. On note Q; le domaine représentant
le moule (empreinte), I'ps la surface de 'empreinte, ' la surface des canaux de refroidissement, I' la surface
extérieure de 'empreinte et 3y, /pz, 'interface située sur le plan de joint.

I'p

“ ro

O O CD/ g /My
S A ~
O O
O

F1G. 2.2 — Définition des domaines et des frontiéres dans le cas d’un calcul stationnaire

L’équation de la chaleur en régime stationnaire dans le cas ot I'on ne considére que la conduction s’écrit
[63] :

VM e Q. V. (AM(M, TWT(M)) —0 (2.1)

Dans le cas de moules métalliques, la conductivité thermique \j; peut étre considérée uniforme et constante
sur la plage de température d’utilisation (entre 0 et 200°C) : A\(M,T) = Ap;. L’équation de la chaleur s’écrit
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donc plus simplement :
VM € Q. Ay VET(M) =0 (2.2)

La prise en compte d’une conductivité thermique variable avec la température est toutefois possible pour une
résolution par la méthode des éléments frontiéres. On introduit pour cela la transformée de Kirchoff (équation
2.3) de la température comme le font Caruso [91] et Le Niliot [92]. Le probléme se rameéne alors & un probléme
linéaire.

0= / ’ A(T)dT (2.3)

To

2.2.2 Conditions aux limites

Les conditions limites sur les frontiéres du domaine ,; doivent étre précisées pour définir de fagon unique
la solution de 'équation de la chaleur (2.2).

2.2.2.1 Echanges thermiques avec le liquide de refroidissement

La température du fluide de refroidissement vérifie ’équation de diffusion-convection que 1’on considére en
régime stationnaire. En négligeant les pertes par dissipations visqueuses dans le fluide (la faible viscosité du
fluide entraine un échauffement négligeable), I’équation s’écrit sous la forme (2.4) ot ¥ est le champ de vitesse
du fluide, pp sa masse volumique, Cpp sa capacité calorifique massique et A\p sa conductivité [63].

VM € Qp, prCpro.NT(M) =V (AFW(M)) (2.4)

Pour simplifier, on considére que le liquide de refroidissement est un fluide parfait non visqueux. Le champ
de vitesse U est alors tel que son module v est constant et sa direction perpendiculaire en tout point a la section
du canal. Le probléme thermique représenté par I’équation (2.4) peut alors étre couplé au probléme thermique
de conduction dans le moule en utilisant les relations de continuité des flux et températures entre le moule et le
fluide & la surface des canaux de refroidissement pour obtenir la température du fluide et son évolution le long
du canal de refroidissement.

Toutefois, si la vitesse d’écoulement est suffisante et la longueur des canaux faibles, on peut considérer que
I’élévation de température le long du canal est négligeable. La température du fluide reste alors constante entre
Pentrée et la sortie du circuit de refroidissement. C’est ’hypotheése, utilisée par Himasekhar [80] et Boillat [89] par
exemple, que nous allons retenir et qui sera vérifiée expérimentalement. La prise en compte du refroidissement
par le fluide peut étre alors étre réalisée en introduisant une condition de convection & la surface des canaux :

VM €To, —AyVT(M).ii = hp (T(M) —Tr) (2.5)

Les corrélations utilisables pour estimer la coefficient d’échange hp ont été rappelées dans le paragraphe
1.4.2.3. Nous utiliserons la corrélation de Colburn qui donne des résultats satisfaisants.

Enfin, si le coefficient d’échange thermique est suffisant, on peut considérer que la température de surface
du canal est égale a la température du fluide (equation 2.6) [89]. Cette hypothése n’a pas été retenue car elle
risque de conduire & une surestimation du flux évacué a la surface des canaux.

VM €Te, T(M)="Ts (2.6)
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2.2.2.2 Surface de la cavité moulante

Pour représenter la chaleur provenant du polymeére, une densité de flux est imposée a la surface de la cavité
moulante [80] :

VM €Ty, —AyVT(M).7=¢p (2.7)

La valeur de cette densité de flux est calculée a partir du rapport de la quantité de chaleur produite sur
le temps de cycle et la surface d’échange entre le moule et la piéce. Ces données peuvent étre estimées par un
calcul unidimensionnel dans I’épaisseur de la piéce, comme indiqué ci-dessous.

La quantité de chaleur traversant la surface de la cavité pendant un cycle est la somme de la chaleur arrivant
pendant le remplissage (obtenue éventuellement par une simulation du remplissage), pendant le refroidissement
et pendant que le moule est ouvert. Le temps de cycle est la somme de la durée de ces différentes étapes. Si
on ne counsidére que le refroidissement (les autres étapes étant beaucoup moins longues), la quantité de chaleur
sera apportée uniquement par le polymére et le temps de cycle correspondra uniquement a la durée du refroi-
dissement (compactage compris).

Les expressions analytiques du temps de refroidissement ¢,.s et de la quantité de chaleur apportée par le
polymeére @ p ont été développées analytiquement dans le paragraphe 1.4.2 et sont rappelées ci-dessous.

2
€p 8 Tinj — TM
tref = 1 e — 2.
I = apm2 " (71'2 ( Tej —Tv (2:8)
Qp = ((Tinj — Tej)Cp + Qsotia) PP VP (2.9)

La densité de flux appliquée & la surface de la cavité moulante peut donc s’écrire selon ’expression suivante
ou I'ys est la surface de la cavité moulante.

Qp

P =
¢ trefFIVI

(2.10)

Le flux de chaleur imposé étant fonction de la température du moule, plusieurs itérations peuvent étre néces-
saires jusqu’a stabilisation de la température de moule obtenue, de la quantité de chaleur extraite et du temps
de refroidissement selon le principe indiqué sur la figure 2.3.

Matsumoto [76] propose de prendre en compte la chaleur apportée par le polymeére en introduisant un
coefficient d’échange et une température de contact (formulation (2.11) équivalente & de la convection). Cette
formulation permet d’obtenir un flux variable & la surface de la cavité moulante : celui-ci est plus important
dans les zones froides du moule.

VM €Ty, —AyVT(M).7i = hp (T(M)—Tp) (2.11)

Toutefois, des difficultés apparaissent pour déterminer les paramétres hp et Tp : hp peut étre choisi comme
I'inverse de la résistance de contact entre le moule et le polymére (paragraphe 2.3.2) mais Tp reste inconnue.
L’hypothése d’une densité de flux imposée uniformément est donc retenue comme condition aux limites a la
surface de la cavité moulante.

2.2.2.3 Interface au plan de joint

Concept de résistance thermique de contact Le profil de température a 'interface entre deux solides en
contact présente en pratique une zone hétérogéne (due aux aspérités et au milieu interstitiel) dans laquelle la
température subit de fortes variations.
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Calcul stationnaire |-
dans le moule op

Densité de flux

. Température Quantité de chaleur Temps de refroidissement
a la surface du moule Qp t
TM ref

! !
|

Calcul transitoire
1D dans la piéce

Non
onvergence

F1G. 2.3 — Principe du couplage entre le calcul stationnaire dans le moule et le calcul transitoire dans la piéce

Pour modéliser ce phénomeéne, le principe de résistance thermique de contact est utilisé [63]. On suppose
que les champs thermiques se prolongent dans les milieux jusqu’a 'interface 3, /o sans étre perturbés et on
introduit une discontinuité des températures AT au niveau du plan de contact pour représenter la variation de
température (figure 2.4). Les flux thermiques sont bien str conservés de part et d’autre de l'interface.

31/2
I

Q1 Qo

Zone perturbée Modeéle de contact

thermique

Fi1G. 2.4 — Modélisation du contact thermique entre deux domaines

En notant R la résistance thermique & l'interface, les conditions de contact a l'interface s’écrivent :

— M VT = AoV Tyt
VM € %, PYoRT e e (2.12)
T1 — Tg = —AlRVTl.’I’L_i

Une résistance thermique de contact nulle correspond a un contact parfait. Dans ce cas, on a égalité des
températures a 'interface :

— M VT = M VT
VM € %), LV AL = A2 V21 (2.13)
T =T
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Contact moule/moule sur le plan de joint Au niveau du plan de joint, on introduit les relations de
continuité données par I’équation (2.12). Manceau [87] suggére des valeurs de résistance thermique de contact
entre deux éléments de moule de I'ordre de 107°m2.K.W~! lorsque le moule est fermé et verrouillé et de
10~4m?.K.W~! au moment de 'ouverture. Ces valeurs sont en accord avec les valeurs trouvées dans la littérature
pour le contact de solides en acier [63].

2.2.2.4 Surface extérieure du moule

La surface extérieure du moule est soumise & des échanges par convection et rayonnement avec 1’air ambiant
et contact avec les autres éléments de la presse (en particulier la carcasse du moule). La condition de convection
avec l’air s’écrit :

VM €Tg, —AyVT(M).ii = hgi (T(M) — Tas) (2.14)

Le coeflicient d’échange hy;,- est connu pour quelques géométries simples mais reste trés faible dans le cas d’une
convection naturelle avec l'air (de 'ordre de 5 & 30W.m~2.K~! [63]).

La condition de rayonnement s’écrit selon I’équation (2.15) ot €ps est ’émissivité du moule (de lordre de
0,2 pour un acier) et op la constante de Boltzmann.
VM eT'g, 7)\1\/[6T(M)T_L’ = €MOB (T(M)4 — T(;lir) (215)
Pour les températures atteintes par la surface extérieure d’'un moule d’injection (100°C maximum lors des
moulages effectués), les densités de flux obtenues sont trés faibles. Les flux correspondants seront donc inférieurs
aux flux convectifs & la surface des canaux de refroidissement, méme pour une surface extérieure plus grande
que la surface totale des canaux. Dans la pratique, la majorité de la chaleur pénétrant dans le moule peut étre
évacuée par le systéme de refroidissement.

Dans ce travail, on va donc choisir de négliger les échanges du moule avec ’air ambiant et considérer que la
surface extérieure est isolée (équation 2.16). Cette hypothése est souvent utilisée dans la littérature (par exemple
par Boillat [89]), et permet en particulier dans le cas d’une résolution par la méthode des éléments frontiéres de
considérer cette surface adiabatique infinie et de ne pas la modéliser [80].

VM eTp, —AyVT(M).i=0 (2.16)

2.2.2.5 Moule stratifié

Dans le cas d’un moule stratifié, une couche supplémentaire de brasure ou de colle est ajoutée entre les strates
métalliques. Pour prendre en compte l'effet de cette nouvelle couche, on a le choix entre les deux possibilités
représentées sur la figure 2.5 :

— introduire un domaine supplémentaire représentant la couche intermédiaire ;

— utiliser une résistance thermique de contact pour prendre en compte les effets de la conduction dans ce

milieu.

La premiére solution présente I’avantage de permettre une conduction dans la couche de brasure ou de colle
qui n’est pas forcément perpendiculaire a l'interface. Le désavantage est la nécessité d’introduire un nouveau
domaine d’épaisseur trés limitée (de l'ordre de la dizaine de microns dans le cas de la brasure et du dixiéme de
millimeétres pour la colle).

L’équation de la chaleur (2.17) doit étre vérifiée dans ce nouveau domaine et on introduit des relations de
continuité pour chaque interface strate/brasure ou strate/colle (2.18). Comme pour le moule, on considére que
la conductivité est uniforme et constante avec la température.

VM € Qp, V2T(M)=0 (2.17)
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Couche Strate 1 Qs Interfaces Strate 1 Qar, Interface
intermédiaire - >
My /M.
{15 Strate 2 Qps M/B Strate 2 Qar, v
Solution 1 Solution 2

Fia. 2.5 — Possibilités de prise en compte de la stratification dans le modéle thermique

—Au VTG = AgVTs.17
VM € Sap, MVInnar BVip.np (2.18)
Ty =Tg
La deuxiéme solution néglige toute conduction dans les plans paralléles & 'interface mais ne nécessite pas de
prendre en compte un nouveau domaine. On utilise les relations de continuité & l'interface en introduisant une
résistance de I'assemblage Ry, /s, :

— A, VT 001 = Mg, VTt

L (2.19)
T1 - TQ = *)\I\/IlRMl/MQVTLnl

VMGEMl/MQ) {

La résistance thermique peut étre estimée a partir des propriétés thermiques de la couche intermédiaire. Pour
un élément constituant (par exemple la colle), la résistance pourra étre choisie comme le rapport de I’épaisseur
de la couche e sur la conductivité thermique .

e
Rty = 5 (2.20)

Ainsi pour une conductivité de 0,6W.m L.K~! et une épaisseur de 0,3mm, la résistance sera environ
5.10~*m?. K.W~!. Pour une conductivité de 1,8W.m 1. K~! et une épaisseur de 0,1mm, la résistance sera envi-
ron 5,5.10°m?. K. W1

Dans le cas d’un mélange de plusieurs composants (pour un alliage de brasage par exemple) dont on ne
connait pas la conductivité globale, un encadrement de la conductivité peut étre obtenu en considérant les deux
configurations extrémes : assemblage paralléle ou série. On note v la fraction volumique et A la conductivité
thermique de chaque constituant.

séri ’)/1 ’}/2 1 1
MMy = € (A— + /\—) o paramie = (A1 12) (2.21)
1 2 My /Ms

La résistance obtenue dans le cas d’un alliage argent-cuivre dont les propriétés sont rappelées dans le tableau
2.1 est de Lordre de 2,4.1073¥m? . K.W~! pour une épaisseur de 0,1um et 7,1.108m?. K.W~! pour une épaisseur
de 0,3pm.

Nous utiliserons la deuxiéme solution, beaucoup plus facile & mettre en ceuvre et qui permet d’éviter d’avoir
des domaines de trés faible épaisseur.

2.3 Modéle transitoire

2.3.1 Equation de la chaleur

Pour le calcul des évolutions de température en régime transitoire sur plusieurs cycles, on peut considérer
que les étapes d’injection et d’éjection sont trés rapides et n’ont pas beaucoup d’influence sur le refroidisse-
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Fraction Masse Fraction Conductivité Capacité
massique m | volumique p | volumique v | thermique A calorifique
-] [kg.m~3] -] [W.m~tK~! | massique Cp
[Jkg LK1
Argent 0,72 10 500 0,687 429 235
Cuivre 0,28 8 960 0,313 401 385

TAB. 2.1 — Propriétés des constituants d’'un alliage argent-cuivre utilisé pour le brasage

ment du moule. De plus, on cherche & comparer les capacités du systéme de refroidissement. On ne va donc
simuler que la phase de compactage/refroidissement, les autres étapes étant considérées comme instantanées [89].

Les domaines et frontiéres sont définis sur la figure 2.6. On considére deux domaines distincts : le moule
Qs et le polymére (2p et on introduit une interface entre eux 3,/ p. On note A la conductivité thermique, p
la masse volumique et C'p la capacité calorifique massique. Les indices M et P se rapportent respectivement
au moule et au polymeére. Pour chaque cycle n, on désigne respectivement par ¢}' et % les instants initiaux et
finaux du cycle.

FE\ o
o O O/ Sy /0y

Qp . Zm/P

]
e (O
O

F1G6. 2.6 — Définition des domaines et des frontiéres dans le cas d’un calcul transitoire

Moule L’équation de conduction en régime transitoire s’écrit pour le moule :

Vn=1,2---N, Vtel[t] t}], VM e Qu,
OT (M, t)

pM(M,T)CpM(M,T) ot

=V ()\M(M, T)VT (M, t)) (2.22)

Dans la plage de température dans laquelle les moules d’injection sont utilisés, les propriétés thermiques sont
considérées constantes et uniformes, comme proposé par Kenig [93] :

A (M, T) = Aym

pv (M, T) = pur (2.23)
Cpu(M,T) =Cpu

L’équation de la chaleur s’écrit donc plus simplement :

OT (M, t)

TR A V2T(M, t) (2.24)

Vn=12---N, Vte[t],t}], VM€ Qu, puCpm
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Polymére Pour le polymére, en se plagant a la fin du remplissage et en ne considérant que les étapes de
maintien et de refroidissement, on peut négliger tous les phénomeénes de transport par convection et de dissipation
visqueuse. En notant ap le coefficient de dilatation isobare, P la pression et Qsoiq la quantité de chaleur due
au changement d’état, I’équation de la chaleur pour le polymére s’écrit [94] :

OT (M, P,t)
ot

= V(Ap(M,P,T)VT(M,P,t)) + Quotia  (2.25)

Yn=1,2---N, VtE[t?,t?], VM € Qp, pp(M,P,T)Cpp(M,P,T)

—ap(M, P, t)T(M, P,t)w
ot
Effet de la pression La prise en compte de l'effet de la pression et des évolutions du volume avec
la température et la pression (comme indiquées sur un diagramme PVT) nécessite la réalisation d’un calcul
thermo-mécanique. Négliger ces effets fait perdre une précision importante lors du calcul du refroidissement
des polyméres mais permet de réaliser un calcul uniquement thermique. Nous considérerons donc une évolution
isobare du polymére. L’équation transitoire obtenue est donc la suivante :

Vn=1,2---N, Vtelt] t}], VM e Qp,
OT (M, )

pp(M,T)Cpp(M,T) o

- ()\P(M, TY9T(M, t)) + Quotia (2.26)

Effet de la solidification La distinction entre polyméres amorphes et semi-cristallins est importante pour
le calcul du refroidissement car la cristallisation est une réaction exothermique et les polymeéres présentent une
enthalpie de fusion. De plus, les polymeéres semi-cristallins présentent un retrait plus important (la compacité
dans l'état cristallin ordonné est supérieure a celle de I’état amorphe).

Sombatsompop [95] a montré par des mesures expérimentales du temps de refroidissement que la réaction
exothermique de cristallisation entraine un refroidissement plus lent de la piéce que si elle n’est pas présente
(méme si le polymeére amorphe posséde une conductivité thermique plus faible). La quantité de chaleur appor-
tée lors de la cristallisation des polyméres semi-cristallins peut méme représenter jusqu’a 40% de la chaleur a
évacuer du polymeére (PE cristallin & 60%) [93].

La prise en compte de la solidification introduit un terme source dans ’équation de la chaleur ou une capacité
calorifique massique variable prenant en compte la chaleur produite (le probléme est alors fortement non linéaire
a une température voisine de la température de cristallisation). Méme si la méthode de la réciprocité duale que
nous utiliserons pour la résolution transitoire permet de prendre en compte des sources de chaleur ponctuelles
et volumiques, la chaleur produite lors de la solidification ne sera pas considérée dans cette étude pour simplifier
la résolution.

Effet de la variation des propriétés thermiques avec la température Les propriétés des poly-
meéres présentent des variations qui peuvent étre importantes avec la température sur une plage comprise entre
la température d’injection (supérieure & la température de transition vitreuse ou de fusion) et la température
d’¢jection (de ordre de la température ambiante) [93]. Les figures 2.7 & 2.10 présentent des résultats de mesures
de conductivité et capacité calorifique massique sur un polymeére amorphe (ABS) et un polymeére semi-cristallin
(PP).

Dubay [68] et Sridhar [69] ont montré que la prise en compte des variations des propriétés thermiques avec
la température permet d’obtenir une évolution plus réaliste des températures dans le polymére et donc une
meilleure estimation du temps de refroidissement calculé. Toutefois, les différences entre les résultats obtenus
avec des propriétés constantes et ceux obtenus avec des propriétés variables peuvent étre trés faibles (figure
2.11). De plus, la prise en compte des propriétés variables rend le probléme thermique non linéaire et la résolu-
tion généralement beaucoup plus longue et difficile. Pour ces raisons, la dépendance des propriétés thermiques
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F1G. 2.7 — Evolution de la capacité calorifique mas-
sique d'un ABS avec la température [94]
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Fi1G. 2.9 — Evolution de la conductivité thermique
d’un ABS avec la température [94]
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F1G. 2.8 — Evolution de la capacité calorifique mas-
sique d'un PP avec la température [94]
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F1G. 2.10 — Evolution de la conductivité thermique
d’un PP avec la température [94]

du polymere avec la température est souvent négligée (voir par exemple [89]). La preécision obtenue avec des
propriétés constantes dépendra du choix de la valeur par rapport & I'instant que ’on cherche & reproduire.

Dans la suite de ce travail, nous considérerons que les propriétés des polymeéres sont uniformes et constantes

avec la température.

Ap(M,T)=Ap
pp(M,T) = pp
Cpp(M,T)=Cpp

(2.27)

En considérant toutes ces hypothéses, I’équation de la chaleur dans le polymeére se met finalement sous la

forme suivante :

Vn=1,2---N, VtE[t?,t?], VM € Qp, ppCpp

AT (M, t)

= A\pV2T (M, t 2.2
P pV T (M,t) (2.28)
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Fi1G. 2.11 — Effet de la prise en compte de propriétés thermiques variables pour le polymeére sur 1’évolution de
température simulée avec C-MOLD [69]

2.3.2 Conditions aux limites

Les conditions aux limites sur la surface extérieure, la surface des canaux de refroidissement, I'interface au
niveau du plan de joint restent identiques au cas stationnaire. Les équations correspondantes sont rappelées
ci-dessous.

Vn=12---N, Vtel[tlt}], YMeTlp -AyVI(M,t)=0

Vn=1,2---N, Vtelt’t}], YMeTc, —AyVT(M,t)=hp(T(M,t)—Tr)

— A, VT1.001 = Mg, VTo.1%
Roey g, (T = T2) = =, VT,

(2.29)
Vn=1,2---N, vtE[t?,t}l], VMEEMl/Mga {

Il reste a définir la condition & appliquer sur 'interface entre le moule et le polymére. On introduit donc
une condition de contact entre le moule et le polymeére sous la forme de I’équation (2.30). La difficulté est de
déterminer la valeur de la résistance thermique utilisée.

—)\MﬁTM.nX/[ = )\pﬁTp.TﬁD

P ) (2.30)
TM — Tp = —)\MRM/pVTM.nM

VM e ZM/Pa {

Intérét de considérer un contact non parfait La prise en compte des conditions de contact entre le
moule et le polymeére dans les modéles de transfert thermique a une grande influence sur les résultats obtenus,
en particulier sur I’évolution de température dans la piéce (en surface bien siir mais aussi dans ’épaisseur de
la piece). Cette influence a été montrée par simulation numérique par Sridhar [96] (figures 2.12 et 2.13) : pour
une valeur de résistance passant de 4.107° & 1073m2. K.W~!, le temps de refroidissement d’une piéce de 2mm
augmente de 15%. D’autres simulations numeériques réalisées par Yu [97] ont montré que la résistance thermique
de contact entre le moule et le polymeére a un effet quasiment linéaire sur le temps de refroidissement.

Mesures et calculs des valeurs de résistance thermique La résistance thermique de contact entre le
moule et le polymére peut étre calculée a partir de résultats expérimentaux (évolution de la température en
surface de la piéce et mesures de flux) et d’'un modéle transitoire inverse [97, 98, 99]. Les résultats montrent
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Fia. 2.13 — Effet de la résistance thermique de
contact a l'interface moule/polymére sur le profil de
température simulé dans ’épaisseur de la piece [96]

que la valeur de la résistance n’est pas constante au cours du cycle d’injection. On distingue typiquement deux

phases :

— pendant le maintien, le moule et le polymére sont en contact physique ;
— pendant le refroidissement, le polymeére se décolle de la cavité moulante sous 'effet du retrait thermique.

Outre les propriétés des matériaux en contact, le facteur influengant la valeur de la résistance thermique de
contact lors du maintien est principalement la pression de contact. Tant que le contact est maintenu, la pression
diminue mais reste non nulle, on constate une augmentation progressive de la résistance (figure 2.14). Cette
évolution est aussi gouvernée par la rugosité du moule qui définit la surface apparente de contact (figure 2.15).
Avant décollement du polymeére, la résistance thermique entre un moule en acier et le polymeére est de 'ordre

de 107*m2.K.W~1 [99].
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F1G. 2.14 — Evolution de la pression et de la résis-
tance thermique de contact sur les deux faces de la
piece pendant le refroidissement [99]
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Fig. 2.15 — Effet de la rugosité du moule sur la
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Le retrait du polymere lors du refroidissement entraine la création d’une lame d’air entre le moule et le poly-
mére. Le transfert thermique est alors fortement perturbé a la surface du polymeére. Pour prendre en compte ce
phénomeéne, on introduit une résistance correspondant a la conduction thermique dans le milieu intermédiaire.
Une estimation de cette résistance est obtenue par le rapport de la conductivité thermique de l'air A, sur
Pépaisseur de la lame d’air ey, [94, 100]. L’épaisseur de la piéce va bien sir jouer un role important puisque la
pression diminue plus rapidement et le retrait est plus grand. Cet effet est visible sur la figure 2.16 qui représente
la résistance thermique de contact (TCR) et la pression a l'intérieur de la cavité (ICP) pour trois épaisseurs de
piéces (cas E 2mm, cas F 3mm et cas G 4mm). Les valeurs communément retenues [97, 87, 100] de la résistance
thermique due & la lame d’air aprés le décollement du polymére sont de 'ordre de 10~ 3m? K. W1,
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FIG. 2.16 — Evolution de la pression dans le polymére et de la résistance thermique de contact a linterface
moule/polymeére [97]

Finalement, la résistance totale peut s’écrire comme la somme d’une résistance variable avec la pression
R(P) et d'une résistance due a la création d’une lame d’air entre les deux surfaces en contact 2=,
air

L’utilisation du modéle de résistance thermique précédent oblige a déterminer le retrait du polymére, la pres-
sion dans le polymére et a U'interface. Un modeéle thermo-mécanique intégrant I’équation d’état f(P,V,T) =0
est donc nécessaire pour obtenir I’évolution de ces parameétres. Pour des raisons de simplicité et toujours dans
loptique d’une comparaison des géométries de moule, nous choisirons de négliger les évolutions de la résistance
thermique entre le moule et le polymére au cours du cycle d’injection.

Un encadrement des résultats pourra étre obtenu en réalisant deux calculs avec une résistance correspondant
au maintien et une résistance correspondant au refroidissement [87]. La résistance faible permet d’obtenir des
températures simulées proches des températures expérimentales au début du cycle alors que le résistance élevée
conduit & des températures proches des résultats expérimentaux en fin de cycle.

2.3.3 Conditions initiales

Polymére On considére le remplissage suffisamment rapide pour négliger le refroidissement du polymeére pen-
dant le remplissage. Cette hypothése est assez forte car, en pratique, on constate une diminution trés rapide
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de la température en surface de la piéce. Toutefois, la diffusivité du polymeére étant trés faible, I’épaisseur de
la partie froide reste tres faible pendant la durée du remplissage et celui-ci étant de courte durée, la quantité
totale de chaleur perdue pendant le remplissage est souvent faible.

On choisit également de négliger 'auto-échauffement du polymeére pendant le remplissage qui ne cause sou-
vent qu’'une faible élévation de la température (voir par exemple [67] qui simule 1’évolution de température lors
du remplissage d'un disque en polypropyléne).

Ces deux hypotheses permettent de supposer que la température initiale de la piéce est uniforme égale a
la température d’injection (équation 2.31) et de ne pas considérer la phase de remplissage. C’est ’hypothése
utilisée dans la plupart des calculs destinés a une conception de canaux de refroidissement [68].

Vn=1,2---N, VM € Qp, T(M,t') =T, (2.31)

Si 'on souhaite obtenir une évolution plus précise de la température dans I’épaisseur de la piéce, on pourra
utiliser comme condition initiale la température obtenue par un calcul thermo-mécanique du remplissage [80].

Moule Avant de mouler la premiére piéce, on considére que le systéme de régulation thermique a tourné
suffisamment longtemps pour que le moule soit entiérement a la température du liquide de refroidissement ou
chauffage.

Pour les cycles suivants, la température initiale est égale a la température obtenue en fin du cycle précédent :

T(M,t}) =Tr

Vn=23---N, T(M,t")=1T(M, t;}—l) (2.32)

VM € Qur, {

Conclusion

Ce chapitre a permis de déterminer les modéles utilisables pour la simulation des transferts thermiques dans
le moule et le polymeére a partir de la bibliographie et de détailler les hypothéses retenues. Le récapitulatif
des modéles utilisés est en annexe A. Les hypothéses sont réalisées de maniére & se ramener & des problémes
thermiques linéaires et a permettre la résolution par le solveur thermique par la méthode des éléments frontiéres
présenté dans le chapitre suivant.

Méme si ces modéles simplifiés ne pourront peut-étre pas représenter avec précision les distributions et
évolutions de température, ils devraient permettre d’identifier les zones chaudes du moule, d’avoir une bonne
estimation du temps de refroidissement, y compris pour des piéces non planes et de comparer des systémes de
refroidissement.
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Chapitre 3

Calculs thermiques par la méthode des
éléments frontiéres

Plusieurs méthodes numériques sont disponibles dans la littérature pour résoudre les modéles de refroidisse-
ment présentés dans le chapitre 2 et ont été appliquées a la résolution des problémes thermiques dans les moules
d’injection (voir chapitre 1) :

— la méthode des différences finies,
la méthode des éléments finis,

— la méthode des volumes finis,
— la méthode des éléments frontiéres.

Nous avons retenu la méthode des éléments frontiéres car elle présente un certain nombre d’avantages en
vue d’un couplage avec une méthode d’optimisation :

— la mise en données et la prise en compte de modifications de la géométrie sont plus simples qu’une méthode
par éléments finis. Par exemple, le gain d’une dimension pour le calcul permet un remaillage plus aisé [101] ;
— dans certaines conditions, la résolution est plus rapide qu’'une méthode par éléments finis :

— pour les calculs stationnaires, la méthode des éléments frontiéres peut étre plus rapide pour des petits
modéles mais ’assemblage des matrices pleines devient trés long lorsqu’un grand nombre de nceuds est
considéré [102] ;

— les temps de calcul pour les calculs transitoires sont comparables pour des petits modéles [101];

— la résolution sur les frontiéres uniquement est avantageuse lorsque les résultats sont nécessaires sur la
frontiére uniquement et pas a l'intérieur des domaines (en particulier pour le calcul de la fonction objectif) ;

— le calcul de sensibilité est possible par différentiation directe de I’équation intégrale ou par la méthode de
Pétat adjoint (voir chapitre 4).

Cette méthode de résolution a été programmeée dans 'environnement Matlab® pour résoudre les problémes
stationnaires linéaires en 2D. La méthode de la réciprocité duale a elle aussi été développée en 2D de maniére a
résoudre les problémes transitoires linéaires. Les méthodes de base ont été complétées de maniére a résoudre les
modéles présentés dans le chapitre précédent, en particulier pour prendre en compte les conditions aux limites
en convection et le contact entre plusieurs domaines.

L’objectif de ce chapitre est donc dans un premier temps de détailler les formulations utilisées pour la
résolution des problémes thermiques stationnaires et transitoires. La prise en compte des conditions de contact
et des conditions de convection sera alors présentée. Enfin, la méthode de résolution sera validée par comparaison
des résultats numériques a des solutions analytiques.
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3.1 Meéthode des éléments frontiéres appliquée a la résolution de I’équa-
tion de Laplace (probléme de potentiel stationnaire)

On cherche a résoudre le probléme stationnaire présenté dans le chapitre précédent et qui s’écrit :

VM € Qur, V2T(M) =0
VM € Te, AyVT(M).it = hp (T(M) — Tr)
VM €Ty, VT(M).ii =0

7)\16’171.71_’1 = )\QﬁTQ.TfQ
Ty —To = MRy, v, VIima

VM € F]\/[, )\N[ﬁT(M)ﬁ = (;5]3

(3.1)
VM € X ns {

La méthode des éléments frontiéres ou boundary element method (BEM) popularisée par Brebbia [103]
permet de résoudre facilement ce type de problémes. La méthode repose sur :
Iécriture de I'équation de la chaleur comme une équation intégrale sur les frontiéres pour tout point du
domaine et de sa frontiére,
la discrétisation de la frontiére et de I’équation intégrale frontiére,
— la résolution de I’équation intégrale frontiére discrétisée sur la frontiére,
— la résolution de I’équation intégrale frontiére & I'intérieur du domaine.

Les détails de la méthode appliquée a des problémes thermiques ou mécaniques peuvent étre obtenus dans
les ouvrages de Brebbia [103] ou Paris [104]. Nous allons ici rappeler les bases de la méthode appliquée a un
probléme de potentiel stationnaire. Dans un premier temps, on ne considére que les conditions aux limites en
température et flux. Les autres types de conditions aux limites sont des combinaisons de ces deux types et seront
évoquées par la suite (paragraphe 3.3). On considére d’autre part que le probléme est bien posé : Iy UT'y, =T
et I'r NIy =0 (figure 3.1).

Le probléme s’écrit donc de maniére générale selon ’équation suivante :
VM eQ, V2T(M)=0 (3.2)
avec les conditions aux limites :

VM €Ty, T(M)=T, (3.3)
VM €Ty, —AVT(M).7= ¢y =—Ao (3.4)

On notera q = VT.7i le gradient de la température selon la normale sortante (et ¢* = 6T*.ﬁ).

3.1.1 Equation intégrale frontiére

Equation intégrale En multipliant 1’équation (3.2) par un champ de température virtuel 7 (fonction conti-
nue deux fois dérivable et aux dérivées premiéres et secondes continues) et en intégrant sur le domaine €2, on
a:

/ V2T T* dQ =0 (3.5)
Q
En intégrant par parties et en appliquant le théoréme de la divergence, I’équation devient :

/ (Vi) 7 ar - / VIVT* dQ = 0 (3.6)
T Q
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I'r

F1G. 3.1 — Définition du domaine Q et de ses frontiéres I'

En intégrant une deuxiéme fois par parties et en utilisant le théoréme de la divergence sur le deuxiéme terme,
on obtient :

/ (ﬁT.ﬁ) T* dr — / T (6T*.ﬁ) dr + / T V2T dQ = 0 (3.7)
r r Q
Solution fondamentale T* On choisit 7% comme la solution de I’équation (3.8) o dp est la distribution de
Dirac au point P situé dans le domaine €2 ou sur sa frontiére I'.
V2T* +6p =0 (3.8)
La distribution de Dirac au point P vérifie :

c=1si Pe
/ Top dQ=cT(P)ou ¢ c=1siPel etI estréguliére en P (3.9)
Q2 c est I’angle solide sous lequel P voit {2 sinon

Pour un milieu isotrope 2D, T* et ¢* sont les fonctions de Green (3.10) ou r est la distance du point de

collocation P au point M de la frontiére considéré (r = ||7]| et ¥ = PM). La distance d est opposée de la
projection de r sur la normale sortante en M (d = —#.77). Les distances r et d sont représentées sur la figure
3.2.

(3.10)

F1G. 3.2 — Définition des distances r et d
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Equation intégrale frontiére Finalement, en utilisant la définition de la fonction de Dirac § p dans Péquation
3.7, on obtient la formulation intégrale sur les frontiéres :

T (P) + / T (ﬁT*.ﬁ) dr = / T* (ﬁT.ﬁ) dl (3.11)
r r
En appliquant ’équation précédente a un point de collocation 7 (de la frontiére ou du domaine), on a :
il + / Tq" dl' = / qT* dr’ (3.12)
r r

La méthode a donc permis d’exprimer la température en tout point du domaine ou de sa frontiére (T;) en
fonction des températures T' et des gradients de température ¢ sur la frontiére du domaine I'.

3.1.2 Discrétisation de la frontiére

Pour un probléme 2D, le calcul des intégrales sur I' de I’équation (3.12) revient a un calcul d’intégrales
1D sur la frontiére. Celle-ci est divisée en éléments qui peuvent étre choisis de plusieurs types selon le degré
d’interpolation et la continuité entre les éléments :

— éléments constants ;

— éléments linéaires continus;

— ¢éléments linéaires discontinus ;

— éléments quadratiques.

Dans ce travail, seuls les éléments constants et les deux types d’éléments linéaires ont été utilisés (voir figure 3.3).

Elément linéaire Elément linéaire
Elément constant continu discontinu
f1L; faL;
J J 741 27 —1 2j

£=-1 =1 f=—1 c=1

Fi1G. 3.3 — Position des points de collocation de ’élément j et fonctions d’interpolation selon le degré d’interpo-
lation

L’équation intégrale est dans un premier temps appliquée aux noeuds de la frontiére, ce qui permet d’obtenir
les solutions en ces points. Dans un second temps, I’équation peut étre appliquée & des points situés a l'intérieur
du domaine appelés points internes (voir figure 3.4).
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Elément frontiére

Neceud frontiére

Point interne

F1c. 3.4 — Exemple de maillage utilisé pour la résolution par la méthode des éléments frontiéres

Eléments constants Dans le cas des éléments constants, la température T' et le gradient de température

q sont considérés constants le long de ’élément et égaux & la valeur au point d’intégration situé au centre de

lélément (figure 3.3).
() =1,

1) = g (3.13)

Eléments linéaires Pour les éléments linéaires, on utilise une interpolation linéaire entre deux points de
lélément j (figure 3.3) :
— points j et j + 1 aux extrémités d’un élément linéaire continu :
T(&) = N{(€)T; + N3 (&) Tja
(&) = Ni(§)g; + N3 (£)gj+1

— points 2j —1 et 2j a des distances fiL; et foL; des extrémités d’un élément linéaire discontinu de longueur

(3.14)

Lj :
T (&) = N{(€)Toj—1 + NY()T; (3.15)
q(§) = N1d(§)Q2j—1 + Ng(f)QQj
Les fonctions d’interpolation linéaires sont :
— pour des éléments continus :
i 1 . 1
NE(€) = 5 (1-€) ot N§(©) = 5 (1+8) (3.16)
— pour des éléments discontinus :
1-2f,-¢ d 1-2fi+¢
Ne(¢) = ——= —_ ot N. = 3.17
1 (f) 2(1 o fl _ f2) € 2(5) 2(1 o fl _ f2) ( )

3.1.3 Calcul des solutions sur la frontiére du domaine

On divise donc la frontiére en N, éléments I'; constants ou linéaires. L’équation intégrale frontiére peut alors
se mettre sous la forme discrétisée :

N, Ne
Ty + /Tq*dI‘: /qT*dI‘ (3.18)
; L ]2::1 L

En appliquant cette équation & tous les points de collocation ¢ de la frontiére, on obtient un systéme que
I’on peut mettre sous la forme :

[H{T} = [G]{q} (3.19)
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Les termes des matrices H et G sont obtenus par intégration sur la frontiére des solutions fondamentales T et
q”*. Pour plus de détails sur le passage a la forme matricielle, on pourra se reporter a I’annexe B.

Selon le degré d’interpolation et le type d’éléments choisis, la taille du systéme linéaire est variable (tableau
3.1) . Il faut noter que contrairement aux matrices obtenues par la méthode des éléments finis, les matrices G
et H sont pleines et non symétriques, ce qui rend ’assemblage trés long. Ce systéme d’équations linéaires est
résolu par décomposition LU en utilisant la fonction de Matlab® basée sur la librairie LAPACK [105].

H T G q

Eléments constants N, x N, N, N, x N, N,
Eléments linéaires continus Ng x N, ¢ N, N, x 2N, 2N,
Eléments linéaires discontinus 2N, x 2N, 2N, 2N, x 2N, 2N,

%Dans le cas des éléments linéaires continus, la matrice H finale est de taille N X N mais nécessite en fait le
calcul de Ne x 2N, intégrales sur la frontiére.

TAB. 3.1 — Tailles des matrices et vecteurs selon le type d’éléments

La figure 3.5 représente I’évolution de la part du temps de résolution sur les frontiéres qui est utilisée
pour ’assemblage des matrices en fonction du nombre de noeuds pour un calcul avec des éléments constants.
L’assemblage des matrices pleines est bien I’étape la plus longue et prend entre 65 et 85% du temps de calcul.

0.85

0.8}

0.75f

0.7f

0.65 K

Fraction du temps de calcul utilisée pour 'assemblage

06 . . . . .
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Nombre de noeuds

F1G. 3.5 — Evolution de la part du temps de calcul utilisée pour ’assemblage des matrices G' et H en fonction
du nombre de noeuds

Nous avons vu dans le tableau 3.1 que le nombre d’opérations a effectuer pour I'assemblage des matrices
évolue en N2. La résolution du systéme d’équation a N,, inconnues nécessite de 'ordre de N2 opérations. Le
rapport de ces deux ordres de grandeur correspond bien a la courbe de la figure 3.5.
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3.1.4 Calcul des solutions a l’intérieur du domaine

Si on applique ’équation intégrale frontiére & un point de collocation ¢ situé a l'intérieur du domaine, le
facteur de forme ¢; prend la valeur 1. On a alors :

T, = / qT* dl — / Tq* dT (3.20)
I I

Apres résolution du probléme sur les frontiéres, le calcul des intégrales nécessaires est facilement réalisable
en utilisant la méme discrétisation de la frontiére. Les gradients de température & l'intérieur du domaine sont
obtenus par dérivation selon les directions du plan :

qm-3</qT*dI‘/Tq*dF>
833 T T
q 4—2(/qT*dF—/Tq*dI’)
o dy r r

Le détail des formulations pour chaque type d’élément est donné en annexe C. Pour chaque point interne, le
calcul de la température ou d’un gradient de température nécessite le calcul de 2NN, intégrales pour les éléments
constants et 4N, intégrales pour les éléments linéaires.

(3.21)

3.2 Meéthodes des éléments frontiéres et de la réciprocité duale ap-
pliquées a la résolution de 1’équation de Poisson (probléme de
potentiel transitoire)

On cherche désormais a résoudre le probléme transitoire présenté dans le chapitre précédent. Comme pour

le cas stationnaire, on ne considére dans un premier temps que les conditions aux limites en température et flux
imposés.

En notant a = /)CLP la diffusivité du matériau, considérée constante, le probléme que I'on cherche a résoudre
se met sous la forme :

o 1.
VM € Q, VT(M,t)= ~T(M,t) (3.22)
avec les conditions limites
VM eTp, T(M,t)=T, (3.23)
VM €Ty, —AVT(M,t).7 = do = —Ago (3.24)

et la condition initiale

VM e Q, T(M,t=0)=T"M) (3.25)

3.2.1 Différentes méthodes de résolution possible basées sur la méthode des élé-
ments frontiéres

Plusieurs stratégies sont possibles pour résoudre ce type de problémes avec la méthode des éléments fron-
tiéres :
— T'utilisation d’une solution fondamentale fonction du temps et de I'espace,
— la transformée de Laplace ou Fourier pour s’affranchir des évolutions temporelles,
— T'utilisation d’une solution fondamentale fonction de ’espace seulement, les variations temporelles étant
approchées séparément.
Les principes, avantages et désavantages des différentes méthodes sont rappelés ci-dessous.
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3.2.1.1 Utilisation d’une fonction de Green de ’espace et du temps

Cette méthode est utilisée par exemple par Matzig [106] et Pasquetti [107]. Elle a été appliquée a la résolution
de I'équation de la chaleur en régime transitoire dans un moule de fonderie sous pression [108] et de 1'équation
transitoire de convection-diffusion [109].

En intégrant deux fois par parties et en utilisant le théoréme de la divergence, I'équation (3.22) s’écrit :

/ / <T62T* - 1T*T’> dQdt = / / (Tq* — qT*) dUdt (3.26)
0o JQ a 0o Jr

Avec une intégration par parties sur le temps dans le premier terme, 1’équation s’écrit :

T . 1. 1 T T
/ / T (V2T* + —T*) dQdt — [/ ~TT* dﬂ] = / / (Tq* — qT™") dUdt (3.27)
0 JQ a Qa 0 o Jr

La solution fondamentale est choisie comme la fonction de Green solution de ’équation :
VAT +T* = —dpd, avec tlim T =6p (3.28)
—T

Les solutions fondamentales en 2D s’écrivent alors :

7=t (1r ) P <4a (TTQ— t))

En intégrant la définition de 7%, I’équation intégrale se met sous la forme suivante, oit 7 et T*° représentent
les champs de température initiaux.

T —a / / Tq* dtdl = —a / / qT* dtdl + / T°T*0d0 (3.30)
rJo rJo Q

L’intégration temporelle peut alors étre réalisée de deux maniéres différentes [110, 91] :
— intégration depuis I’état initial jusqu’a I'instant final ¢y :

ty ty
T, —a / / Tq* dtdl = —a / / qT* dtdl + / 77040 (3.31)
rJo rJo Q

Cette stratégie est trés cotiteuse en temps de calcul (pour chaque instant ou la solution est recherchée, il
faut intégrer depuis ¢ = 0) mais ne nécessite une intégration volumique de la température a I’état initial
que si celle ci n’est pas uniforme ou solution du probléme homogéne correspondant ;

— division de I’échelle de temps et intégration depuis le pas de temps précédent.

(3.29)

*

tn+1 tn+1

Ty —a// Tq* dtdl’ = —a// qT™* dtdF+/ T d) (3.32)
rJin rJim Q

Cette stratégie est beaucoup moins cofiteuse en temps de calcul mais nécessite I’évaluation d’une intégrale
volumique a chaque pas de temps, si le champ de température T n’est pas uniforme.

Une intégrale volumique est donc a évaluer si le champ de température initial (ou au pas de temps précédent)
n’est pas uniforme ou ne correspond pas a un régime stationnaire [91, 111]. Cette intégrale peut étre obtenue
par intégration sur des éléments du domaine mais la méthode perd alors ’avantage du gain d’une dimension
pour le maillage. Une autre méthode consiste & ramener cette intégrale volumique sur la frontiére en utilisant
par exemple la méthode de la réciprocité multiple [112] ou une interpolation par fonctions radiales semblable a
celles utilisées pour la méthode de la réciprocité duale [113].
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3.2.1.2 Transformée de Laplace ou de Fourier

Une autre catégorie de méthodes utilise une transformation de Laplace [114, 115, 116] ou de Fourier [117]
pour s’affranchir des évolutions temporelles et utiliser une résolution similaire & celle utilisée pour les problémes
stationnaires. Ces méthodes nécessitent toutefois de réaliser numériquement une transformée inverse pour tout
instant o la solution est recherchée. Elles sont donc trés désavantageuses pour le suivi de I’évolution des
températures.

3.2.1.3 Utilisation d’une fonction de Green de 1’espace et approximation dans le temps

Si la méthode des éléments frontiéres est appliquée a I’équation transitoire en utilisant la solution fondamen-
tale de V2T 4+ 6p = 0, I'équation intégrale obtenue est :

1.
ciTi—i—/Tq* dF+/ ~-TT* dQ:/qT* dar (3.33)
r Qa r

La méthode des éléments frontiéres appliquée ainsi ne permet pas de réduire toutes les intégrales a des intégrales
surfaciques. Plusieurs solutions sont possibles pour éliminer 'intégrale volumique restante.

Intégration numeérique sur le domaine discrétisé Il est possible de calculer les intégrales de volumes
en divisant le domaine en sous domaines sur lesquels on effectue une intégration numérique (par exemple par
un méthode de Gauss). La encore, la méthode perd alors 'avantage du gain d’une dimension pour le maillage
[118, 119].

La méthode de Monte-Carlo Les points d’intégration peuvent étre répartis de fagon aléatoire dans le
domaine & l'aide d’une méthode de Monte-Carlo. Bien que simple & mettre en place, la méthode nécessite le
calcul en un nombre important de points et serait donc coiiteuse en temps de calcul [120].

La méthode de la réciprocité multiple La méthode de la réciprocité multiple proposée par Nowak [121],
consiste a transformer 'intégrale volumique en une suite infinie d’intégrales surfaciques en utilisant des intégra-
x (k+1)

tions par parties successives. Pour k = 0,1,2---, on note : 7*(%) = V27(k+1) of g=(ht1) = T

L’intégrale sur le volume s’écrit alors comme une suite infinie d’intégrales sur la surface :

1. =1 orT oFq
—TT*d =) — () Z_— (k) L) gr 34
/Q a ; Nk /F <q tF ot (3:34)

La méthode nécessite donc un grand nombre d’intégrales sur les frontiéres pour obtenir les matrices d’in-
fluence d’ordre élevé et un calcul analytique préalable des dérivées temporelles et des gradients du terme source
_TIT. Toutefois, la méthode présente I'avantage de ne pas nécessiter de maillage ou de points a l'intérieur du
domaine pour calculer la solution sur les frontiéres.

La méthode de la réciprocité duale La méthode de la réciprocité duale qui a été associée a la méthode
des éléments frontiéres par Partridge et Brebbia [120] permet entre autre de résoudre les problémes non linéaires
et/ou transitoires de la forme suivante :

VM e Q, VZu=b(M,u,t) (3.35)

La méthode est basée sur 'utilisation de solutions particuliéres de I’équation de Poisson. On considére la
solution de I'équation (3.22) comme la somme d'une solution générale (de I'équation homogene V2T = 0) et
d’une solution particuliére T telle que V2T = %T.
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En utilisant cette définition de T', il est possible de réduire Iintégrale volumique en intégrales surfaciques
par deux intégrations par parties et applications du théoréme de la divergence successives :

1. . N
/ ~TT*dQ) = —¢;T; + / TG dl’ — / ¢*T dI’ (3.36)
Qa r r

L’équation de la chaleur intégrale s’écrit donc finalement uniquement & ’aide d’intégrales surfaciques :
e;Th + / Tq* dl' — / qT* dU = ¢;T; + / ¢ T dl — / T*Gdl (3.37)
r r r r

La difficulté de cette approche est de trouver une solution particuliére. La méthode de la réciprocité duale
permet de la rechercher sous la forme d’une somme de solutions particuliéres localisées sur la surface et a I'in-
térieur du domaine (voir les détails dans le paragraphe suivant).

La méthode a été utilisée pour la résolution de problémes de potentiel stationnaires non linéaires [122, 123],
de I'équation de la chaleur en régime transitoire [124, 125], de problémes de potentiel transitoires non linéaires
[126], de problémes d’écoulements non linéaires [127]. Plus particuliérement en mise en forme des polymeéres,
cette méthode a déja été appliquée a la résolution de ’équation de la chaleur dans le moule dans le cas de I'in-
jection [83] ou du RTM [128]. Les transferts thermiques dans le moule sont alors couplés avec une résolution par
différences finies dans 1’épaisseur de la piéce. Elle a été également appliquée & la résolution couplée de problémes
thermiques et mécaniques (écoulement visqueux dans un mélangeur) [129].

Parmi ces méthodes, la méthode de la réciprocité duale a été retenue pour la résolution des équations
présentées dans le chapitre 2. Elle présente 'avantage de permettre la réutilisation des matrices [H] et [G]
utilisées pour le calcul stationnaire tout en évitant le maillage complet du domaine. De plus, elle a déja été
utilisée au sein du laboratoire par I. Busuladzic pour la résolution de problémes d’écoulement non linéaires
[130].

3.2.2 Meéthode de la réciprocité duale

Dans ce paragraphe, nous présentons les équations de la méthode de la réciprocité duale ou dual reciprocity
method (DRM) appliquée & un probléme thermique transitoire, telles que proposées par Partridge [120] et im-
plantées dans le solveur.

La solution est recherchée sous la forme d’une série de solutions particuliéres T}, localisées sur les NN,, nceuds
de la frontiére et les N; points internes :

VT = Y eV (3.38)

On applique a cette équation la méthode des éléments frontiéres (double intégration par parties et double
application du théoréme de la divergence) pour obtenir une équation ne comportant que des intégrales surfa-
ciques :

Nn+Ni

ciTi—i—/Tq* dF—/qT* dl = Z g (ciﬁ-kJr/qu* dF—/qkT* dr) (3.39)
I I I I

k=1
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3.2.2.1 Discrétisation spatiale de ’équation intégrale

En discrétisant la frontiére en N, éléments, I’équation intégrale devient :

Ne Ne
Ty + / Tq" dl’ — / qT™* dI’ =
; Ty ; 5

Nn+Ni Ne Ne
> cJ;-k+Z/ Twq* dF—Z/ GT*dr | (3.40)
k=1 j=1"13 j=1"Ti

Cette équation est appliquée a tous les nceuds de la frontiére et & tous les points internes pour obtenir un
systéme qui se met sous la forme (3.41). L’obtention de ce systéme est détaillée en annexe D.

[H]{T} - G {a} = (1] [T] - [6][Q]) {a}

Toutes les matrices de ce systéme ne sont pas pleines. La taille des matrices et le nombre de termes a
calculer va dépendre du type d’éléments utilisés pour la discrétisation. Les matrices H et G sont calculées
par intégration des solutions fondamentales sur les frontiéres alors que les autres matrices sont calculées sans
intégrales. Le nombre de termes a calculer selon le type d’éléments est résumé dans le tableau 3.2.

(3.41)

Eléments Het G T et « q T Q
Taille Constants (N. + N;)? N, + N; N, + N; (N + N;)? (Ne + N;)?
totale Linéaires (2N, + N;)? 2N, + N; | 2N + N; | (2N + N;)? (2N, + N;)?
Intégrales | Constants (Ne + N;) x N - - - -
frontiéres | Linéaires | (2N, + N;) x 2N, - - - -
Autres Constants - N, + N; N, (N + N;)? Ne x (N + N;)
termes Linéaires - 2N, + N; 2N, (2N, + N;)? | 2N, x (2N, + N;)

TAB. 3.2 — Taille des matrices et nombre de termes a calculer selon le type d’éléments utilisés

3.2.2.2 Discrétisation temporelle de 1’équation intégrale

Comme T’ représente les solutions particuliéres de ’équation de la chaleur, le vecteur a peut étre calculé par
interpolation du second membre de I’équation de la chaleur en utilisant les équations (3.22) et (3.38) :

o} = 2 (77 {7} (3.42)

La matrice F est assemblée par calcul de la valeur d’une fonction d’interpolation f pour tous les points du
probléme (F est de la meéme taille que G et H ). Le choix de la fonction f déterminera également la forme des
solutions particulieres T' et @ (voir les détails dans le paragraphe 3.2.3.1).

Le systéme sous forme matricielle de I’équation (3.41) peut donc s’écrire :

1 . . L

[H{T} - (61} = - (171 |T] - (61 [Q]) 71 {7} (3.43)
Le temps est divisé en pas de temps At. Les variations temporelles de T et ¢ sont approchées linéairement :
T=(1-0p)T"+ 67"

" n (3.44)
q= (1_9q)q + 049 +

ot T™ et ¢™ sont les valeurs de t et ¢ au pas de temps n.
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La dérivée T' s’écrit donc :
. Tn+l _n

T= (3.45)

En notant [C] = =1 ([H] {T} - 1G] [QD [F]7", le systéme peut finalement s’écrire :

(60 1811+ 5 [0) {7} =0y 6 {0+ = = (1= ) [ = 5 C1) ("1 ) (6] 4" (340

D’autres méthodes sont envisageables pour réaliser I'intégration temporelle : formulation des moindres carrés,
expansion hermitienne cubique, #-méthode généralisée avec utilisation de plusieurs pas de temps futurs pour la
résolution de problémes inverses [131, 132, 133].

3.2.2.3 Calcul des gradients de température a l’intérieur du domaine

Les gradients de température aux points internes ne sont pas directement obtenus par résolution du systéme
(3.41). Ces valeurs peuvent facilement étre calculées a partir des fonctions d’interpolation et des températures
du domaine [134, 135]. La température en tout point peut en effet s’écrire sous la forme [T] = [F]{8}. En
dérivant cette équation, on a {g—z = [%] {8}

En regroupant ces deux équations, on a finalement :
ar\  [oF
or [ |0z

3.2.3 Choix des paramétres de la méthode

[F]7'{T} et de la méme maniére {5‘T} =

or\ _ [oF
dy

— | [F YT 3.47
3.2.3.1 Choix de la fonction d’interpolation f

Le choix de la fonction d’interpolation f est en théorie illimité mais f doit étre telle que la matrice F
soit non-singuliére. Les fonctions d’interpolation sont généralement choisies sous la forme de fonctions radiales
(fonctions de la distance r). Les plus souvent retenues sont les fonctions linéaires et splines dont le détail est
donné ci-dessous et que nous avons intégré dans notre solveur.

Fonction linéaire Cette fonction radiale proposée notamment par Partridge [120] s’écrit simplement :

fr)y=1+r (3.48)

Les solutions particuliéres correspondantes (vérifiant V27" = f) sont :

. 2 g3
() ox n oy 1 . r (3.49)
r)=\re—+r,— | (=+ =
a on Yon 2 3
Fonction spline de type plaque mince Cette fonction utilisée par exemple par Popov [134] s’écrit :
f(ry=r%Inr (3.50)
Les solutions particuliéres correspondant & cette forme sont :
4
T(r) :r41n1—r6 - ;—2
(3.51)
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Le choix de la fonction & utiliser va dépendre du type de probléme a résoudre et du champ de température que
Pon cherche a approcher. Partridge [135] propose des critéres de choix de la fonction & utiliser mais montre sur
quelques exemples que globalement les résultats sont équivalents pour les fonctions radiales linéaires, cubiques
et splines de type plaque mince. L’efficacité des différentes fonctions variera bien str en fonction du nombre de
points internes et des variations de la température [136].

3.2.3.2 Choix des schémas temporels

Différentes stratégies sont possibles pour le choix des schémas temporels mais pour assurer une stabilité des

schémas, 07 et 6, sont en général toujours choisis supérieurs a %

Partridge [120] recommande d’utiliser les valeurs 7 = % et 6, = 1 qui semble donner des résultats satisfai-
sants [137]. Wrobel [126] suggére lui d’utiliser la méme interpolation pour les flux et les températures (07 = 6,).

La combinaison 67 =1 et 6, = 1 permet également d’obtenir des résultats précis [124].

3.2.3.3 Maillage

La méthode de la réciprocité duale permet de s’affranchir du maillage du domaine mais nécessite le calcul
des solutions sur un certain nombre de points a I'intérieur du domaine. En plus de I'erreur due a la discrétisation
de la frontiére, le nombre et la position des points internes ont une influence sur la solution.

Augmenter seulement le nombre de points internes ou le nombre d’éléments n’est généralement pas suffisant.
Pour améliorer la précision des solutions, il est nécessaire d’augmenter a la fois le nombre d’éléments et de points
internes. Il est recommandé d’avoir une distance entre les éléments et les points internes les plus proches de la
frontiére de l'ordre de grandeur de la longueur d’un élément [138].

Des méthodes d’analyse d’erreur et de remaillage ont été proposées par Rodriguez [138] pour adapter le
maillage des frontiéres et la répartition (en nombre et position) des points internes. Les répartitions obtenues
permettent de ne pas avoir a utiliser des répartitions uniformes trés fines des points internes et conduisent
toujours a des résultats plus précis que des répartitions aléatoires pour le méme nombre de points.

Le choix de tous les paramétres de la méthode dépend fortement du probléme a résoudre. Les calculs de
validation par rapport a des solutions analytiques (paragraphe 3.5) nous aideront a choisir ces paramétres et a
valider nos choix avec la résolution de problémes proches du refroidissement des polymeéres lors de 'injection.

3.3 Prise en compte d’autres types de conditions aux limites

Nous avons présenté dans les deux paragraphes précédents la résolution de problémes ayant des conditions
aux limites de type température imposée et flux imposé. Les deux autres types de conditions aux limites
(condition de Robin et condition de contact) sont des combinaisons de ces deux cas. La résolution des problémes
présentant des conditions aux limites de ce type demande quelques manipulations. Les formulations utilisées
pour la résolution de ces deux nouveaux problémes sont présentées dans ce paragraphe.

3.3.1 Convection

La condition limite en convection (ou condition de Robin) s’écrit : VM € Ty, —AVT(M).7i = h (T(M) — Ts).
Le gradient de température selon la normale s’écrit donc :

q= 7% (T -Tx) (3.52)
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Application au cas stationnaire En introduisant cette condition limite dans I’équation intégrale (3.12), on
obtient I’équation intégrale modifiée suivante :

h h
ciTZ—+/ Tq*dF+/ Tq*dr+/ —TT*dF:/ qT*dF+/ D oTrar (3.53)
r-r, T, r, A r-r, r, A

Apreés discrétisation, on obtient donc le systéme modifié (3.54) pour lequel ¢ = 0 si ’élément est soumis a la
convection (I'; € ') et h = 0 sinon (I'; ¢ T').

{H + %G} (T} =[] {q + %TOO} (3.54)

La résolution du systéme permet d’obtenir les températures aux nceuds, qui sont alors utilisées pour déter-
miner les gradients de température sur les éléments soumis a la convection.

Application au cas transitoire L’application dans le cas d’un calcul transitoire se fait de la méme maniére.
Apreés discrétisation dans le temps et ’espace, le systéme s’écrit :

(60 1811+ 5 [01) {7} =0y 6 {0} = = (1= o) [ = 5 C1) (7)1 ) (G 4" (359

Pour les éléments soumis & la convection, on a au pas de temps n+ 1 : ¢"t! = —%(T”‘Irl —Ty) (tous les T
et g sont connus au temps n, y compris pour les éléments soumis a la Convection). Pour trouver les solutions au
pas de temps n + 1, on doit donc résoudre le systéme :

(octm+ 25101+ 0,5 160) {7~y {4 2 =

- (- - g a) s a-a) Gl 6560

Comme dans le cas stationnaire, les températures sont calculées au pas de temps n + 1 par résolution de ce
systéme, puis sont utilisées pour le calcul des flux convectifs.

3.3.2 Calculs multidomaines et condition de contact thermique

Intérét Comme nous 'avons vu dans le chapitre 2, la résolution des modéles thermiques du refroidisse-
ment lors de 'injection nécessite la prise en compte de plusieurs domaines en contact au niveau d’interfaces
(moule/polymere ou moule/moule). Ces interfaces sont caractérisées par des résistances thermiques de contact
que nous considérons constantes.

D’autre part, la division d’un domaine en plusieurs sous-domaines en contact parfait (résistance thermique
de contact nulle) peut apporter plusieurs avantages :

— séparation en zones de propriétés différentes [139] en particulier pour des problémes non linéaires [122, 134],

— meilleur rapport de forme des zones [139],

— temps de calcul réduit grace & un nombre d’opérations réduit (figure 3.6) [140],

— une meilleure qualité de U'interpolation avec les fonctions radiales pour la réciprocité duale [140].

De plus, comme les matrices H, G, T, Q et ' ne dépendent que de la géométrie du sous domaine, diviser
un domaine en sous-domaines de mémes forme et taille permet de réutiliser les mémes matrices [140].
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Fia. 3.6 — Effet du nombre de sous-domaines sur le nombre d’opérations nécessaires a ’assemblage et a la
résolution par une méthode directe [140]

Modéles de contact thermique Nous avons vu dans le paragraphe 2.2.2.3 que le contact entre deux sous-
domaines € et Q3 peut se modéliser en introduisant les relations de continuité a 'interface ¥ /5 :

— M VT = AV Th.is

. (3.57)
T — Ty = —\RVT) .11y

VM € 21/2, {

On note X et X les cotés de U'interface appartenant respectivement au domaine ; et au domaine Qy (voir
figure 3.7).

21

Iy

F1G. 3.7 — Définition des frontiéres des domaines en contact

Application aux calculs stationnaires Pour les domaines 2; et (25, la méthode des éléments frontiéres
appliquée séparément a chacun des domaines permet d’obtenir les deux systémes d’équations suivants :

[HFI] {TFI} + [HZI] {TEI} = [GFI] {qu} + [Gzl] {qzl} (358)

[HF2] {TF2} + [HE2] {TZ2} = [GF2] {qF2} + [GZ2] {q22} (3'59)
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soit sous forme matricielle :

TFl qr,
Hr, Hy, 0 0 Tx, . GI‘1 Gzl 0 0 qs, (3 60)
0 0 Hy, Hr, T, 0 0 Gy, G, qs, ’
TFz qr,
On dispose de plus des deux relations a l'interface, que I'on peut mettre sous la forme :
ng = T21 + )\172(]21
VM € ¥y, -\ (3.61)
gy, = )\—qgl
2
En introduisant les relations précédentes, on peut donc mettre le systéme sous la forme :
Tr,
HI‘l Hzl —Gzl 0 Tg;l _ GF1 0 qr, <3 62)
0 HZQ %sz + )‘IRHZQ HFQ qs, 0 GFQ qr, '
Tr,

Apreés introduction des conditions aux limites (7' ou ¢ sur les frontiéres I'y et I's), la résolution du systéme
permet de déterminer les inconnues sur les frontiéres I'1 et 'y et les inconnues du coté 1 de Uinterface (X7). Les
inconnues du domaine 5 de l'interface peuvent ensuite étre calculées grace aux relations de contact.

Discrétisation des frontiéres On considére quatre domaines (carrés avec un élément sur le c¢oté) en contact
comme indiqué sur la figure (3.8). Pour chaque type d’éléments, le tableau 3.3 récapitule le nombre d’inconnues
et d’équations du probléme.

4 3 4 3 4 3
1 2 1 2 1 2
(a) Eléments constants (b) Eléments linéaires (c) Eléments linéaires
discontinus

F1G. 3.8 — Discrétisations possibles de domaines en contact

Dans le cas d’'un maillage avec des éléments continus, le noeud central du maillage fait partie des quatre
interfaces. On se trouve alors dans une situation ot le nombre d’inconnues est inférieur au nombre d’équations,
ce qui obligerait a résoudre le systéme par une méthode adaptée.

L’utilisation d’éléments discontinus (constants ou linéaires) permet d’éviter d’obtenir un systéme surdéter-
miné. La gestion des interfaces (lors du maillage et de la réorganisation des matrices G et H) se trouve également

simplifiée puisqu’un noeud ne peut faire partie que d’une seule interface [134].

Dans la suite des calculs, seuls des éléments discontinus (constants ou linéaires) seront utilisés lorsque plu-
sieurs domaines en contact sont considérés.
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Eléments | Eléments Eléments
constants linéaires linéaires
continus | discontinus

Degrés de liberté 32 32 64
Conditions limites 8 12 16
Inconnnues 24 20 48
Equations du systéme 16 16 32
Equations de continuité 8 16 16
Equations 24 32 48

TAB. 3.3 — Comparaison du nombre d’inconnues et d’équations selon le type d’éléments

Application aux calculs transitoires Pour les domaines €y et (25, 'application de la méthode de la réci-
procité duale permet d’obtenir les deux systémes suivants :

(B A0 4 5 [0 ) (T (1) 7 O] ) (T80 =, G () - 0y G ) =

(-a-en 1+ () 7Y+ A=) G 363

(B A+ 5 10 ) (T (1] 7 ] ) (T80 = 6, Gl () - 0y 6] () =

(-a-en 1+ () 13) + -8 G1e") 36

On note [A4] = (07 [H] + 27 [C]) et [B] = 6, [G]. Les deux systémes peuvent alors se mettre sous la forme
suivante :

n+1 n+1
Iy 1 qrbrl
Apl Agl 0 0 Tg;r o BF1 BEl 0 0 qgl —
0 0 A22 AF2 Tg:l 0 0 BZQ BFQ qgjl
Tt ar,
—(1 — GT) [Hl] + ﬁ [Cl] 0 Tln + (1 y ) G1 0 q’f
0 —(1—07) [Ha] + 2 [Co] i 10 G az

(3.65)

La prise en compte des conditions de continuité laisse le second membre inchangé (les solutions au pas de
temps n connues). Les matrices A et B subissent les mémes modifications que les matrices H et G lors de la
résolution en régime stationnaire :

T7L+1
Iy
Ar, As, —DBy, 0 T+ [ Br, 0 gt
0 AZQ %BZQ + )\IRAEQ AF2 qgjl 0 BFQ Qfljl B
T’nJrl
Iy
—(1—9T)[H1]+ﬁ[01] 0 Tln +(179 ) Gy 0 q'iL
0 —(1 — HT) [HQ] + ﬁ [Cg] T2n q 0 Gs qg
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Effets sur le temps de calcul : exemple du probléme stationnaire L’étape de la résolution la plus
cotliteuse en temps de calcul est assemblage des matrices G et H (pour le calcul sur la frontiére puis éventuel-
lement pour le calcul aux points internes). Contrairement aux éléments finis, ces matrices sont pleines pour un
domaine donné. Le nombre de termes a évaluer par intégration numeérique est rappelé dans le tableau (3.4) ou
N, est le nombre de noeuds, INV; le nombre de points internes et ’exposant désigne le domaine.

Matrice G | Matrice H T aux g- et g, aux
points internes | points internes
Calcul sur 1 domaine N? N? 2x N; x N, 4 x N; x N,
Calcul sur d domaines Zle N2 Z?Zl N2 2 Zle N} x N} 42?21 N} x N}

TAB. 3.4 — Nombre de termes & calculer pour un calcul stationnaire

Pour comparer 'effet du nombre de sous-domaines, on considére un exemple simple de résolution d’un
probléme stationnaire sur un domaine carré représenté sur la figure 3.9. Dans un premier cas, on ne considére
qu’un seul domaine et dans un deuxiéme cas, on découpe le domaine en 25 sous-domaines en contact (figure
3.10). Les éléments utilisés pour cet exemple sont linéaires discontinus. Le nombre d’éléments, de noeuds et de
points internes sont résumés dans le tableau 3.5.

0.1
DS SO SOOI S SUDONT SP 0095 o
PP SN D DAOH SO DDROE SO 2" VSIS SUSUOND SV
S ST SO SN SO P 007k oo b
006+ e e 006
B T SO S SO P 0058 + -
DY ST SO SN SR UDOR P 0.04
T ST SO AU S DO P 0033 -+
002b e e e 002
001+ v e 001% v n e
l]0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
FiG. 3.9 — Maillage pour le calcul sur un domaine Fig. 3.10 — Maillage pour le calcul sur 25 sous-
domaines
Nombre Nombre Nombre de
d’éléments de nceuds points internes
Calcul sur 1 domaine 80 160 361
Calcul sur 25 domaines 25 x 16 = 400 25 x 32 =800 25 x 9 =225
(dont 320 “intérieurs”) | (dont 640 “intérieurs”)

TAB. 3.5 — Taille des maillages utilisés

On peut constater dans le tableau 3.6 que le nombre de termes a évaluer par intégration pour compléter
les matrices G et H sur les frontiéres est le méme bien qu’on ait plus de points sur les frontiéres dans le cas
du multi-domaines. Les temps de calcul sur la frontiére sont donc équivalents. Par contre, pour la résolution a
I'intérieur du domaine, la division du domaine permet de diminuer considérablement le nombre de termes a cal-
culer et donc d’accélérer le calcul. Au final, le calcul sur plusieurs domaines permet de calculer plus rapidement
la solution en un nombre plus grand de points.
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Calcul sur les frontiéres
(matrices G et H)

Calcul aux points internes
(T, gz et q)

Nbre de termes

Tps de calcul

Nbre de termes

Tps de calcul

Calcul sur un domaine

51200

2,94s

346560

12,165

Calcul sur 25 domaines

51200

3,628

43200

1,67s

TAB. 3.6 - Comparaison des nombre de termes a calculer et des temps de calcul selon le nombre de sous-domaines

Il faut toutefois noter que méme si les matrices H et G sont diagonales par blocs lors de I'assemblage, la
prise en compte des conditions de continuité leur fait perdre cet avantage comme on peut le voir sur la figure
3.11.

Matrice G avant prise en compte du contact Matrice H avant prise en compte du contact

200 200
400 400
600 600
800 800
0 200 400 600 800 0 200 400 600 800

Matrice G apres prise en compte du contact

Matrice H aprées prise en compte du contact
0

0
"n
'y
200 ! 200
'
400 400
'
600 ' 600
l"
1
800 o 800
0 200 400 600 800

Fi1G. 3.11 — Termes non nuls des matrices G et H avant et aprés prise en compte des conditions de continuité

Diviser un domaine en plusieurs sous domaines permet donc d’accélérer le calcul pour plusieurs raisons :

— la taille des matrices évoluant en N? pour chaque domaine, moins de termes sont & calculer lors de
lassemblage des matrices (dans l’exemple, le nombre de termes a calculer est identique mais pour un
nombre d’éléments plus élevé) ;

— pour chaque point interne, il ne faut calculer les termes H;; et G;; que sur la frontiére du sous-domaine
contenant ce point interne.

Les mémes conclusions s’appliquent aux calculs transitoires. On peut également signaler que la matrice F'
est composée de blocs correspondant & chaque domaine. L’inversion de F' lors d’un calcul sur plusieurs domaines
se rameéne & l'inversion de plusieurs matrices de plus petites tailles.
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3.4 Implantation dans Matlab®

La figure 3.12 représente architecture du programme développé dans Penvironnement Matlab®. Les noms
des principales fonctions sont indiquées entre parenthéses. Aprés la lecture des données, les fonctions de mise
en données et de résolution sont adaptées a chaque type d’éléments. Selon le type de calcul (stationnaire ou
transitoire), la résolution aprés la mise en données sera différente.

Lecture des données

(pgprinc)
V | i
Calculs stationnaires | Calculs transitoires
(bem__ stat) | (bem_ trans)
l ‘ |
w‘,
Mise en données
Maillage
(maillage)
Conditions limites
(condlim)
Interfaces
(interface)
l
y v
Résolution sur les frontiéres Assemblage du systéme
Assemblage du systéme Calcul F—1
(matgh,) (matf)
Résolution Calcul de G et H
(resol) (matgh)
Calcul de C
(matc)
Résolution aux points internes Réorganisation du systéme
(interne) (reorg)

Résolution a chaque pas de temps
Calcul du second membre
(reorg2)

Résolution
(resol)

Fi1G. 3.12 — Fonctions programmées dans Matlab pour la résolution des problémes thermiques

Le maillage est réalisé automatiquement a partir des données de géométries et des paramétres contenus dans
le fichier de données (en particulier le type d’éléments et leur nombre). Deux autres fonctions sont utilisées lors
de la mise en données : une pour créer le vecteur des conditions limites (Tp, go ou h X T, connus) en fonction
des données et ’autre pour lire les informations relatives aux interfaces et aux contacts entre plusieurs domaines.
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L’ensemble des calculs présentés dans les paragraphes 3.1, 3.2 et 3.3 sont intégrés dans les fonctions d’as-
semblage des matrices et de réorganisation des systémes linéaires.

Les fonctions de résolution des systémes linéaires font appel a la fonction Matlab® “\” qui utilise la librairie
LAPACK. Ces fonctions permettent également une organisation des résultats pour sauvegarde et visualisation.

3.5 Validations par comparaison a des solutions analytiques

L’objectif de ce paragraphe est de valider la méthode de calcul par comparaison a des solutions analytiques
exactes pour les types de problémes que 'on cherche & résoudre présentés dans le chapitre précédent. Ces
comparaisons pourront également aider au choix des parameétres de calcul (comme le maillage, les schémas
d’interpolation dans le temps, le pas de temps...).

3.5.1 Calculs stationnaires

Dans le premier cas, nous chercherons a valider la méthode de résolution des problémes stationnaires avec
tous les types de conditions aux limites. Le deuxiéme cas validera la prise en compte des conditions de contact.
3.5.1.1 Cas 1 : Calcul sur un seul domaine

On considére une plaque carrée de coté L = 0, 1m et de conductivité thermique A = 10W.m~ 1. K~! (figure
3.13). La frontiére y = 0 a une température imposée Ty = 200°C. Sur la frontiére z = L, on impose une condition
de convection avec h = 2000W.m 2. K~ ! et T, = 0°C.

¢=0
/ / s=0,3m ) s=0,2m
_ Q2 _
L |¢=0 \ ¢ =h(T —Tu)
T="T, s=0m s=0,1m
L
Fia. 3.13 — Probléme stationnaire N°1 Fia. 3.14 — Sens de parcours de la frontiére et de

I’abcisse curviligne s

Solution analytique FEn notant H = % et a, les racines positives de o, tan (o, L) = H, la solution analytique
de ce probléme s’écrit [60] :

T(z,y) _2TOZ H2+a ) cos (o) cosh (a, (L — y)) sin (ay, L)

(a2 + H2)L + H) cosh (o, L) (367)

T



Les flux peuvent étre obtenus par dérivation de la température selon les deux directions du plan.

d)m:*)\

oT (x,y) — T, i (H? 4+ a2) sin (o, x) cosh (a, (L — y)) sin (o, L)

Oz ((a2 + H2?)L + H) cosh (a, L) (3.68)

n=1

oT (x,y) — 0T, i (H? 4+ a2) cos (o x) sinh (a, (L — y)) sin (o, L)

Oy = A, (02 + H?) L + H)cosh (v, L)

(3.69)

n=1

Solution BEM L’effet du maillage sur les solutions de la frontiére et des points internes est étudié en faisant
varier le nombre et le type d’éléments. On utilise entre 4 et 40 éléments constants ou linéaires discontinus pour
discrétiser la frontiére. Dans tous les cas, le nombre de points internes, qui, rappelons le, n’a pas d’effet sur les
solutions de la frontiére, est gardé constant. Un exemple de maillage et la distribution de température obtenue
sont représentés sur les figures 3.15 et 3.16.

Tamparatung i T
200

11
2180

F1G. 3.15 — Position des points de collocation pour
un maillage de 40 éléments linéaires discontinus et Fia. 3.16 — Distribution de température obtenue
position des points internes avec le maillage de la figure 3.15

Les erreurs obtenues par rapport a la solution analytique pour les températures et les flux sont présentés
dans les tableaux 3.7 et 3.8.

Eléments constants Eléments linéaires discontinus
Erreur [%] 40 | 20 | 8 [ 4 40 | 20 | 8 | 4
moyenne aux nceuds 0,04 0,07 0,21 0,55 0,01 0,02 0,05 0,25
maximale aux noeuds 0,31 0,25 0,67 1,01 0,32 0,26 0,21 0,53

moyenne sur les éléments 0,65 1,16 2,47 4,47 0,10 0,22 0,63 1,51
maximale sur les éléments 25,78 | 31,58 37,03 39,25 14,48 21,42 30,30 35,37
moy. sur les points internes 0,02 0,13 1,24 2,98 0,01 0,05 0,95 2,84
max. sur les points internes 0,36 1,90 7,79 22,93 0,04 0,38 6,93 24,13

TAB. 3.7 — Erreurs sur les résultats en température selon le maillage

Dans tous les cas, 'erreur en température sur les nceuds de la frontiére est inférieure a 1% et globalement,
augmenter le nombre d’éléments fait logiquement diminuer I'erreur. Toutefois, 'utilisation d’un faible nombre
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d’éléments conduit & de fortes erreurs d’interpolation sur la frontiére lorsque les variations de température sont
grandes (jusqu’a prés de 40% pour 4 éléments constants) comme on peut le voir sur les figures 3.17 et 3.18.

Eléments constants Eléments linéaires discontinus
Erreur [%] 40 | 20 | 8 [ 4 40 | 20 | 8 [ 4
moyenne aux nceuds 3,62 5,54 8,14 14,61 2,19 3,07 5,36 9,80
maximale aux noeuds 23,86 22,15 17,95 18,09 19,82 20,78 19,99 17,73

moyenne sur les éléments 9,39 15,81 30,52 48,20 3,82 6,94 18,56 33,58
maximale sur les éléments 103,43 | 112,58 | 119,51 | 96,51 69,01 88,48 | 110,42 | 96,83

moy. sur les points internes 1,27 19,07 | 189,94 | 265,30 0,64 18,07 | 188,27 | 230,31
max. sur les points internes 11,49 | 324,03 | 3814,7 | 3835,2 9,17 3226 | 3819,7 | 2676,3

TAB. 3.8 — Erreurs sur les flux normaux selon le maillage

—— Solution analytique —— Solution analytique

* Solution aux noeuds *  Solution aux noeuds
200 —— Solution sur les éléments |4 200 —— Solution sur les éléments |4
150+ 150+
o )
"~ 100} " 100}
50f 50f
0 ‘ ‘ ‘ o ‘ ‘
0 0.1 02 03 0.4 0 0.1 0.2 03 04
s [m] s[m]
Fi1G. 3.17 — Comparaison des températures obtenues FiG. 3.18 — Comparaison des températures obtenues
sur la frontiére analytiquement et numériquement sur la frontiére analytiquement et numériquement
avec 4 éléments constants avec 4 éléments linéaires discontinus

Méme si 'erreur en température aux nceuds est faible, un nombre d’éléments insuffisant sur la frontiére
conduit & une erreur importante a I'intérieur du domaine et ce d’autant plus que le point interne est proche de
la frontiére. La seule solution pour améliorer les résultats consiste alors a augmenter le nombre d’éléments ou
le degré d’interpolation.

Les mémes effets se retrouvent lors de la comparaison des flux simulés a la solution analytique. Ici, les erreurs

sont encore plus grandes car le flux présente de fortes variations sur la frontiére comme montré sur les figures
3.19 et 3.20.

En conclusion, un maillage grossier avec un faible degré d’interpolation sera suffisant si ’on souhaite obtenir
Iallure des variations de température sur la frontiére. Par contre, si ’on souhaite représenter avec précision ces
variations et calculer avec beaucoup de précision les solutions & l'intérieur du domaine preés de la frontiére, un
maillage trés fin et des éléments linéaires seront nécessaires.
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x 10° x 10

4 ; ‘ 4 ‘ ‘
—— Solution analytique — Solution analytique
35F * Solution aux noeuds 4 35} *  Solution aux noeuds
— Solution sur les éléments = Solution sur les éléments
3 3t
25 25
T o
£ E
d 2 L d 2 b
% ES
15 15
1 1t
0.5F 05
—
0 ' — * * 0 : : - - -
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0 0.1 0.2 0.3 0.4
s [m] s[m]
Fia. 3.19 — Comparaison des flux obtenus sur la fron- F1a. 3.20 — Comparaison des flux obtenus sur la fron-
tiére analytiquement et numériquement avec 4 élé- tiére analytiquement et numériquement avec 4 élé-
ments constants ments linéaires discontinus

3.5.1.2 Cas 2 : Calcul sur plusieurs domaines

On cherche & vérifier la prise en compte des conditions de contact parfait et imparfait dans la méthode de
résolution. On considére deux domaines de forme carrée et de coté L = 0,1m et de conductivités thermiques
A1 = 10W.m LK et Ay = 20W.m~L.K™! (figure 3.21). Ces deux domaines sont en contact en z = 0. Les
conditions aux limites sont :

— en x = —L, la température est fixée & T = 200°C;;

— en x = L, la température est fixée & T7, = 100°C;

— enz = 0, on introduit une interface caractérisée par une résistance thermique de contact R = 10 3m? K. W1,

R

T=T_
L )\1 )\2

Fi1G. 3.21 — Probléme stationnaire N°2

Tr—-T_r

——"—575;, la solution analytique de ce probléme s’écrit :
R +LAE22

Solution analytique En notant Z =

Ve e [-L,0], T(x)=Z(x+L)+T_p

Ve [0,L], T(x)=22Z(w—L)+Ts (3.70)
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La densité de flux est constante sur les deux domaines et égale a A\ Z.

Solution BEM On valide la solution numérique pour les deux types d’éléments discontinus (constants ou
linéaires discontinus) et on étudie 'effet du nombre d’éléments (8 ou 40 éléments au total). Les répartitions de
températures obtenues pour ce type de problémes sont représentées sur les figures 3.22 (pour une résistance
nulle) et 3.23 (pour une résistance non nulle).

Tﬂ'rpa'ar.rgt!;_lllj- Ta #e)
’ 2
- 180 iB0
1 18
141
140
120
izn
104
i

Fi1G. 3.22 — Répartition de température pour
R=0m2KW!

La comparaison a la solution analytique est réalisée sur les noeuds des frontiéres et aux points internes. Le

F1c. 3.23 — Répartition de température pour
R=10"3m?KWwW!

récapitulatif des erreurs sur les températures et les flux est présenté dans les tableaux 3.9 et 3.10.

Eléments constants Eléments linéaires
Erreur [%] 8 | 40 8 | 40
moy sur les noeuds 0,06 0,001 0,007 0,002
max sur les noeuds 0,16 0,004 0,014 0,004
moy sur les points internes 1,57 0,007 1,54 0,007
max sur les points internes 7,07 0,024 7,01 0,028

TAB. 3.9 — Erreur en température selon le maillage

Eléments constants Eléments linéaires
Erreur [%] 8 | 40 8 | 40
moyenne sur les nceuds 16,21 0,48 0,21 0,12
maximale sur les noeuds 16,36 0,69 0,53 0,34
moyenne sur les points internes 223,95 3,45 221,28 3,35
maximale sur les points internes 1366,41 27,12 1371,94 26,58

TAB. 3.10 — Erreur en flux selon le maillage
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Dans tous les cas, 'erreur en température sur la frontiére est négligeable. Le nombre d’éléments de l'interface
n’a pas d’influence sur les températures en x = 0 et la discontinuité de température est bien prise en compte.
Par contre, on retrouve l'influence importante du nombre d’éléments de la frontiére sur la précision des solutions
a lintérieur du domaine. En effet, les éléments a une distance trop faible de la frontiére (par rapport a la taille
des éléments) présentent une erreur importante quel que soit le degré d’interpolation des éléments (figures 3.24

et 3.25).

Les résultats des erreurs sur les flux montrent les mémes tendances mais avec des niveaux d’erreur plus élevés

(que Ton retrouve sur les figures 3.26 et 3.27).

200 . . :
N
180 1
+
+
160 1
5y +
S140} T 1
.
N
120+ 1
2
100 —— Solution analytique 1
N o 40 Eléments constants
+ 8 Eléments constants
80 . n n
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1

x [m]
Fia. 3.24 — Comparaison des températures obtenues

numériquement avec des éléments constants a la so-
lution analytique en y = 5

4

x 10
10 T T T
—— Solution analytique .
9| o 40 Eléments constants | 1
gll* 8 Eléments constants |
7 F 4
o
\x. 6
by L J
£ 5
| |
& +
3t + . 1
2 g + 1
+
1r & & O . 1
S99 ¢ O A o)
0 . . . -
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1
x[m]

Fi1G. 3.26 — Comparaison des flux obtenus numéri-
quement avec des éléments constants & la solution
analytique en y = é

200 . T :
'
180 1
.
+
160 1
Ixy + +
8140 r 1
-
N
120+ 1
2
100 —— Solution analytique  |q
N o 40 Eléments linéaires
+ 8 Eléments linéaires
80 . n N
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1
x [m]

Fia. 3.25 — Comparaison des températures obtenues
numériquement avec des éléments linéaires disconti-
nus & la solution analytique en y = %

4

x 10
10 T T T
—— Solution analytique .
9l o 40 Eléments linéaires | 1
gll* 8 Eléments linéaires |
7 F 4
—
|¥ 6
by L J
£ 5
E ]
S +
3r + . 1
2t o
+
1 5 o o ! N 1
0909 o @ o—o— o)
0 . . . "
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1
x [m]

Fi1Gc. 3.27 — Comparaison des flux obtenus numéri-
quement avec des éléments linéaires discontinus a la

solution analytique en y = é
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3.5.2 Calculs transitoires

Le premier cas transitoire concerne le probléme du choc thermique et va nous permettre d’observer 1'effet
des différents parameétres de la méthode de la réciprocité duale. Le deuxiéme cas concerne le traitement des
conditions de contact de deux domaines de diffusivité trés différentes (probléme semblable & un contact moule
acier/piéce polymere).

3.5.2.1 Cas 1 : Calcul sur un seul domaine

On simule un choc thermique en appliquant sur le coté d’une plaque initialement & température nulle une
température T7,. Le coté opposé est maintenu & température constante nulle et les cotés supérieurs et inférieurs
sont isolés (figure 3.28). La plaque est constituée d’un matériau de conductivité thermique A, de masse volumique
p et de capacité calorifique Cp. On note a = ,;CLP la diffusivité du matériau. Les données numériques sont
référencées dans le tableau 3.11.

=0
Q
=0 >‘ap7CP T=TL
T(M,0)=0
6=0
% =T
0 L

F1G. 3.28 — Probléme transitoire N°1

Conductivité Masse Capfalmte Longueur du Température
. calorifique . . .
A volumique p massique C domaine L imposée T7,
-1 g¢—1 -3 P o
[Wom . K] [kg.m™7] [J.kg L.K-1] [m] [°C]
10 5000 200 0,1 200

TAB. 3.11 — Valeurs numériques utilisées pour le probléme transitoire N°1

Solution analytique La solution du probléme s’écrit [63] :

T (z,t) =Ty i ((—1)” elrfcM — (=" erfcw) (3.71)

2V at 2V at

n=0

83



La densité de flux obtenue par dérivation de la température s’écrit :

at at

00 2 2
=S ((—1)”exp (—((2’” DL-2) ) (1) exp (—“2’” DE+a) )) (3.72)

Solution BEM On cherche a étudier les effets de plusieurs paramétres : le maillage, le pas de temps At, la
fonction d’interpolation f, les schémas temporels par I'intermédiaire de 67 et 6,. On utilise pour cela un plan
d’expériences (selon la méthode de Taguchi [141]). 16 expériences permettent de déterminer l'influence de 5
paramétres a 2 niveaux et de toutes les interactions entre deux paramétres.

Les deux niveaux des différents paramétres sont indiqués dans le tableau 3.12. Il faut noter que le maillage ne
concerne pas ici les points internes. Dans tous les cas, on en garde le méme nombre (81) répartis uniformément
dans le domaine.

Paramétre Niveau 1 | Niveau 2
Nb d’éléments 20 40
At 1s 0,58
f 1+7r r2lnr
O 1 0,5
04 1 0,5

TAB. 3.12 — Niveaux des paramétres du plan d’expériences

Pour chaque calcul, on note I'erreur maximale en température, I'erreur maximale en flux et le temps de calcul
(tableau 3.13). La méthode des plans d’expériences permet de déterminer effet de chacun des paramétres et
de leurs interactions. Une analyse de la variance permet de déterminer quels sont les paramétres significatifs.
Ceux-ci sont indiqués dans les tableaux 3.14 et 3.15.

Erreur Poiris Frontsres (%) | Ermmur Points Intermes. (%] |

Factours| Mailags| T at iy vg | CPUs) | Ti=ia)| o (=) [T di=20s)| 0 j=20s) T (=1s] | o (=1} | T d=208)| ¢ (=20s)
1 20 T4r s 1 1 oG5 152 | 146 ] 005 267 102 | sraa] aa 2.6
z 20 Cinr | 058 % % 1234 | n5% | 2008 | noe 4.2 075 | amar | nos 0,04
3 &0 Tir i 1 o 25,07 .62 4527 {115 168,81 1M B8 0,1 238

] &0 Finr | 05s i 1 4137 | 03 [ z=a 0,04 261 0z | ass14 | 007 0,86 _|
5 & phd] i Y 1 9.1 1,11 113,21 0= E.38 105 2014 01,18 124
] &0 Finr || h6s 1 Y dzfde | oy | Fvas | 0.0l FFH 04 | e | 008 1,10
7 20 f4r 15 % 1§ o 7B 23 | =22 | opo5 [ 18en | 201 [ a=ess| 045 332
B 20 rnr .58 1 1 1378 0.51 27.58 05 FAL 052 | &=a 005 1,27
] &0 Ter (.65 1 1 424 45 | =408 | oo 1,31 085 | as2e | 008 268
10 &0 Fnr 18 i 1§ 711 | n7a | =210 | o7 4,80 124 | amBar | 0,4 1,56
11 20 fir 1.5= 1 b 1370 1.25 1,868 1M 18,50 R 02 F12
12 20 Finr s % 1 o.7H 1.3 | =836 | 00% 3,25 143 [ 3=can | 045 1,63
13 20 147 .58 % i 1284 | 141 | 343 0,04 777 131 | amas | 0,14 3,18
14 20 i i i I 1 4 233 073 2542 006 154 0.7 Egar 0,12 204
1% £ 1+r .55 % % 4z25 | ose 524 005 | zzas | 197 [ se7se| o009 3,07
16 & rhr i 1 1 20,04 037 116,32 01,08 .08 .58 2450 0,13 .04

TAB. 3.13 — Récapitulatif des erreurs sur le flux et la température
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Erreur Points Frontiéres {I=15] | Ervur Poinis Frontiees F=20s)] Erreur Poinis Intarnes (I=13) | Ervour Points inkermas =205
Moyanre 1887 Wepurin 1,047 My 1,020 Mayunna 0106
R A I A IR e R
AT - A
T - - R
b 3| o | Memeee o | Toss | * 5| bws | ™ o] oo
Malllaga ; -I|];|',11T-| B, ; Eﬁ Maillage ; EL;F? wikasillaga ; ;‘;"',_'::
avor o) gha | e o] Gom | M i G | 5| O
umatgr o | sowr | 3| ooes | M ;| Goae | Meeer | Doe
R Y Wl B A I
SN A N I B -
.-.mull.u-; 'I'JE

TAB. 3.14 — Effets des parameétres et interactions significatifs sur 'erreur en température

Erreur Poinds Fronbares {i=1s} | Errour Posmts Frontesos (b=300s)| Erneur Podmts Inrnos (=is) Errnur Points. Infermas (=200
"H'nrﬂ GHAE1 .tl]'m 7237 “:rrﬁ'mj SE5 h40 Hﬁyjﬂrﬂ- 2711
2l 1 30T a 1 - 342 & 1 13786 ' 1 0,758
i 2 24 307 . 2 4,342 F4 13,766 Fi 0,755

O T Ol S T [ 70 O I

h 2 | -aa0em d 2 | -ame i z | -tooa i 2 | oz
1 17 553 1 2. 628 1 -4 B8R 1 <0, 15

e 2 | 17z il 2 3626 i 2 | 4888 o : | o
1 11011 1 2,538 1 4,633 1 a1t

' ] =A1011 th 2 0,a35 Maling k4 -4 £33 ol 2 =01,171
T 0057 | N T S T
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TAB. 3.15 — Effets des paramétres et interactions significatifs sur 'erreur en flux

Les effets des parameétres sur les erreurs de température sont surtout significatifs aux temps courts (¢t = 1s)
tant sur les points de la frontiéres que sur les points internes. Les erreurs sont en effet toutes trés faibles a

t = 20s et les effets présentent peu de différences entre eux.

Par contre, les effets des paramétres (sauf ;) sont importants lors des premiers pas de temps (les effets
des interactions sont globalement plus faibles). Si 'on souhaite diminuer les erreurs de température dans ces

premiers instants, il faut utiliser :

— un maillage plus fin (maillage 2 ici),

— un pas de temps plus court (0,5s ici),
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— la fonction d’interpolation f = r2Inr,
— un schéma implicite pour la température (07 = 1).

Les figures 3.29 a 3.32 représentent les évolutions de températures et flux obtenus dans le cas 6 en deux points
du domaine : prés la surface qui subit le choc thermique (y = 0,09m) et au centre du domaine (y = 0,05m).
Les figures 3.33 & 3.36 présentent les mémes résultats obtenus dans le cas 7.

On peut noter que les erreurs les plus importantes de températures interviennent dans les deux cas sur les
points les plus proches de la surface. La température présente en effet des oscillations. Le pas de temps est
pourtant supérieur au temps nécessaire pour que le front de chaleur atteigne cette profondeur (estimé a l’aide
du nombre de Fourier). La température au centre du domaine présente également des oscillations mais d’ampli-
tude plus faible. D’une maniére générale, les parameétres du cas 6 (maillage plus fin et pas de temps plus court)
permettent d’obtenir des oscillations plus faibles que le cas 7.

0 x 10
140t —— Solution analytique
o Solution BEM/DRM
120t ol |
100+
80 A
%) €
< oo z -6
P
40t e
201 -8
O
0 (e}
A -10F <
-20F —— Solution analytique |4
© Solution BEM/DRM
—40 ‘ ‘ ‘ 12 ‘ ‘ ‘
10 20 30 40 0 10 20 30 40
Temps [s] Temps [s]
Fia. 3.29 — Comparaison des températures calculées Fia. 3.30 — Comparaison des flux calculés analyti-
analytiquement et numériquement (cas 6) en x = quement et numériquement (cas 6) en x = 0,09m
0,09m

Les mémes remarques peuvent s’appliquer au flux calculé prés de la frontiére et au centre du domaine. On
constate cette fois une erreur importante prés de la frontiére dans le cas 7 méme aprés 20s. Le paramétre 6, joue
un role important : le flux sur la frontiére subissant le choc thermique est inconnu et subit de fortes variations
durant les premicres secondes du transfert. Si I'on n’utilise pas un schéma implicite (6, = 1), les erreurs de
calcul importantes lors du premier pas de temps se propagent et s’amplifient lors des pas de temps suivants.

Les effets des autres parameétres sur I’erreur en flux montrent globalement les mémes tendances que pour les
résultats en température et les conclusions restent donc valables. On voit toutefois apparaitre Ueffet de I'interac-
tion entre le maillage et la fonction d’interpolation f, ce qui confirme que la qualité de la fonction d’interpolation
va dépendre du nombre de points disponibles.

Enfin, il faut noter que les deux parameétres ayant le plus d’influence sur le temps de calcul sont le maillage
et le pas de temps. Augmenter le nombre d’éléments et diminuer le pas de temps provoquent logiquement
une augmentation de la durée de calcul. Selon 1'objectif recherché (précision ou rapidité), il conviendra donc
d’adapter ces deux paramétres.
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3.5.2.2 Cas 2 : Calcul sur plusieurs domaines

On se place maintenant dans une situation proche de celle rencontrée lors du refroidissement d’une piéce
polymeére dans un moule d’injection : un matériau de faible épaisseur et de faible diffusivité, initialement & une
température T est refroidi par contact avec deux matériaux identiques de taille plus grande et bons conducteurs
thermiques, initialement a température nulle (figure 3.37). Toutes les frontiéres extérieures sont isolées et les
deux interfaces sont caractérisées par des résistances thermiques de contact R. Les données numériques du
probléme sont résumeées dans le tableau 3.16.

Solution analytique La solution de ce probléme est connue pour des solides semi-infinis en contact. Elle
peut par exemple s’appliquer au calcul des solutions pour = € [—Lq, %] pour des temps courts (c’est-a-dire tant

que les fronts de chaleur n’ont pas atteint les extrémités des domaines). La solution pour z € [%, Ly + Lo] est
obtenue par symeétrie.
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quement et numériquement (cas 7) en z = 0,05m

0,05m
R
Ql Qd
A1, p1,Ch A1, 01, Ch
T(M,0)=0 T(M,0)=0
| | | | €T
—Ly 0 | Lo Lo+ 14
Qa
A2, p2, Ca
T(M,0)=T°
F1c. 3.37 — Probléme transitoire N°2
Conductivité Masse Cap.?late Longueur du Res1s.tance
. . calorifique . thermique de
Domaine A volumique p . domaine L
[W.m_l.K_l] [kg.m_3] massique Cp [m] contact R
[J.kg 1. K [m2.K.W™1]
1 30 7800 500 0,1
Qo 0,4 1000 1800 0,01 10-3
Q3 30 7800 500 0,1

TAB. 3.16 — Données numériques du probléme transitoire N°2
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Cette solution analytique se détermine en utilisant une transformée de Laplace puis en calculant la trans-
formée inverse de la solution [142] :

Ty (x,t) = 1Tiﬁ6 (exp (\/_ +a t) erfc (oz\/_— W) + erfc (2@)) pour —L; <z <0

70 L
Tr(x,t) =T7°+ 75 (exp (\/_ +a2t) erfc (oz\/_—i— 2\/5) + erfc (%\/a_gt)) pour 0 <z < 72

e LEOVE X

[a
oot a1 et ag sont les diffusivités des différents domaines
ag

R A1
(3.73)
La dérivée dans la direction x permet d’obtenir les densités de flux dans les différents domaines :
OTy(x,t) ~\T%p3 ( ( ) ( ))
(x,t) = —A =— ex ——+at erfc oz\/_——
el = T P Va NG -

BRI AR i

Solution BEM Pour la résolution par la méthode de la réciprocité duale, nous utiliserons un schéma implicite
sur les températures et les flux. La fonction d’interpolation est choisie linéaire (la fonction spline ne semble pas
donner des résultats satisfaisants pour des domaines présentant un fort rapport de forme). Le pas de temps est
dans un premier temps égal a 1s.

G2z (x,t) = — Ao

Le maillage utilisé est constitué d’éléments linéaires discontinus. Le domaine 1 étant trés conducteur et ne
présentant pas de variations trés fortes de la température, un maillage assez grossier est utilisé a la fois sur la
frontiére (taille d’élément 10~2m) et a I'intérieur du domaine. Pour pouvoir placer des points internes suffisam-
ment prés de la frontiére du domaine 2, un maillage trés fin est utilisé sur toute la frontiére (taille d’élément
4.107%m soit 5 éléments linéaires discontinus dans I’épaisseur).

Nous allons chercher a déterminer le nombre de points internes nécessaires dans ’épaisseur du domaine 2 et le
pas de temps & utiliser. On réalise trois calculs avec successivement 2, 5 et 8 rangées d’éléments dans 1’épaisseur.
Dans tous les cas, le point interne le plus proche de la frontiére est situé a une distance de la frontiére environ
égale a la longueur de I’élément.

Les évolutions de température dans les domaines 1 et 2 pour le maillage le plus fin sont représentées sur les
figures 3.38 et 3.39. Les densités de flux sont représentées sur les figures 3.40 et 3.41.

On constate des oscillations de la température et du flux des points internes du domaine 2 dans les premiers
instants du calcul. Le pas de temps étant faible, le front de chaleur n’atteint en effet pas le premier point in-
terne lors de la premiére itération. L’augmentation du pas de temps a 5s permet de diminuer les oscillations des
températures et des flux (figures 3.42 & 3.45) mais la précision sur les résultats est alors plus faible (tableau 3.17).

Si Ton tient absolument a utiliser un pas de temps faible (par exemple pour déterminer avec précision une
durée de refroidissement), les autres solutions possibles sont 'utilisation d’un pas de temps variable ou de points
internes plus prés de la frontiére. Dans ce cas, il serait nécessaire d’augmenter également le nombre d’éléments
sur la frontiére pour que le rapport de la distance du premier point interne a la frontiére sur la longueur d’élé-
ment reste proche de 1.
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Erreur maximale [%]

| At = 1s | At = 5s |

sur les températures a t—=1s 9,52 -

sur les températures a t=>5s 4,19 4,60
sur les températures a t—10s 2,60 3,00
sur les densités de flux a t=1s 28,70 -
sur les densités de flux a t=>5s 39,07 54,22
sur les densités de flux a t=10s 20,94 31,70
sur les densités de flux a t=20s 9,57 12,14

TAB. 3.17 — Erreur des solutions numériques par rapport a la solution analytique en fonction du pas de temps
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Fia. 3.38 — Comparaison des températures dans le
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Fi1G. 3.40 — Comparaison des densités de flux dans le
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L’utilisation d’un nombre plus grand de points internes dans I’épaisseur permet globalement de mieux repré-
senter les forts gradients de température dans 1’épaisseur (figure 3.46). Toutefois, & partir d’un certain nombre
(passage de 5 a 8) amélioration est minime. Dans tous les cas, on constate une augmentation de la température
des points internes les plus proches de la frontiére lors des premiers pas de temps (figure 3.47).
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ol20t
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20 ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘
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Fig. 3.46 — Répartition de la température dans Fig. 3.47 — Répartition de la température dans
I’épaisseur du domaine 2 en fonction du nombre de I’épaisseur du domaine 2 en fonction du nombre de
points internes (¢ = 50s) points internes (¢t = 5s)

En conclusion, la méthode de la réciprocité duale permet bien de représenter le refroidissement d’un matériau
peu conducteur et de faible épaisseur avec un matériau trés conducteur. La difficulté réside toutefois dans le
choix du maillage et du pas de temps. Si I'on désire une précision importante, un maillage trés fin du domaine
peu conducteur sera nécessaire mais nécessitera un temps de calcul trés grand. Au contraire, un maillage grossier
donnera des résultats peu précis et obligera a utiliser un pas de temps trés grand.

Conclusion

Dans ce chapitre, la méthode des éléments frontiéres utilisée pour la résolution des modeéles thermiques lors
de linjection a été présentée. Dans la premiére partie du chapitre, la résolution des problémes stationnaires
linéaires a été effectuée par la méthode de base des éléments frontiéres. La résolution des problémes transitoires
linéaires est réalisée grace & la méthode de la réciprocité duale de maniére a conserver une formulation ne
nécessitant pas d’intégrales volumiques. Ces deux formulations ont été adaptées a la résolution de problémes
convectifs et multidomaines.

La validation des méthodes et de leur implantation a été réalisée par comparaison des solutions analytiques
pour des problémes de géométrie simple mais correspondant aux problémes définis dans le chapitre 2 (en parti-
culier pour les conditions aux limites). Les calculs de validation ont montré une grande influence des paramétres
de calcul, en particulier le nombre et le type d’éléments pour les calculs stationnaires. Dans les cas transitoires,
on a de plus une influence du pas de temps et des schémas d’interpolation temporelle. La difficulté de la méthode
de la réciprocité duale est de choisir convenablement les valeurs de ces paramétres selon le probléme a résoudre.
Des comparaisons & des mesures expérimentales réalisées sur un moule d’injection instrumenté seront présentées
dans le chapitre 5.
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Chapitre 4

Procédure d’optimisation du
refroidissement des moules d’injection

L’objectif de ce chapitre est de présenter la procédure mise en place pour 'optimisation du refroidissement
des moules d’injection. Le probléme consiste a déterminer les valeurs optimales de la position et de la taille des
canaux de refroidissement positionnés dans le moule et des autres paramétres controlant le refroidissement, en
particulier la température du réfrigérant.

Dans un premier temps, un recensement des méthodes utilisées dans la bibliographie pour résoudre ce type
de problémes sera réalisé. D’une maniére plus générale, les méthodes applicables pour I'optimisation et I’analyse
de sensibilité seront étudiées et comparées.

Dans un second temps, ’algorithme mis en place pour résoudre le probléme sera présenté (paragraphe 4.4).
Le probléme d’optimisation complet sera alors décrit en insistant sur les objectifs, paramétres et contraintes
utilisés. Le choix de la méthode d’optimisation et I’algorithme utilisé seront présentés dans le paragraphe 4.6.
Enfin, les méthodes d’analyse de sensibilité utilisées et leurs implantations dans la procédure de résolution et
d’optimisation seront détaillées dans le paragraphe 4.7.

4.1 Meéthodes d’optimisation utilisées pour des problémes de posi-
tionnement et dimensionnement de canaux de refroidissement

Le probléeme d’optimisation de la taille et de la position de canaux de refroidissement dans les moules

d’injection a été déja été traité a 'aide de différentes méthodes :

— Tang [84, 85] préfére une méthode de pénalités extérieures couplée avec une méthode de directions conju-
guées pour optimisation sous contraintes de la position et de la taille des canaux (2D);

— les méthodes de gradient (sans contraintes) sont utilisées par Zhou [77] pour optimiser en 3D la forme de
laxe des canaux et par Matsumoto [76] en 2D pour choisir la section et la position des canaux dans une
section de moule;

— Huang [86] utilise une méthode de programmation quadratique séquentielle pour optimiser, sous contraintes,
la géométrie des canaux de refroidissement et la distribution d’un matériau plus conducteur dans le moule ;

— la méthode des directions conjuguées de Fletcher-Reeves est utilisée pour déterminer les diamétres et
températures de réfrigérants optimales par Pandelidis [82] sur des sections de moule;

— Park [78, 79] utilise la méthode des Lagrangiens augmentés pour déterminer la position des canaux par
rapport & une plaque. Bigio [143] utilise cette méme méthode pour uniformiser les températures et le
temps de refroidissement mais note une forte influence des valeurs initiales des paramétres ;
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— Lin [56] choisit une méthode de recuit simulé pour optimisation de la taille des canaux et de leur position
relative et par rapport a la cavité moulante.

Les optimisations sont presque toujours réalisées sur des parameétres décrivant une unique section bidi-
mensionnelle de moule, méme si la résolution numérique est tridimensionnelle. Park [78, 79] montre que cette
technique, qui permet de réduire le nombre de paramétres, fonctionne bien pour des géométries simples (plaques
et boites). Elle ne permet alors pas de prendre en compte tous les détails géométriques des piéces et du moule.
Tang [85] utilise 'exemple d’une plaque trouée pour montrer les erreurs de calcul du temps de refroidissement
si le calcul et I'optimisation sont réalisés sur une section simplifiée.

Les objectifs d’optimisation retenus par les différents auteurs sont également variables. On peut citer par
exemple :

— la différence maximale de température et 1’écart a la température moyenne a 'interface moule/polymeére
au moment de I'éjection [84],

— la différence de température a la surface de la cavité par rapport & une température cible [76, 77],

— l'uniformité de température dans la piéce et a la surface du moule au moment de 1’¢jection [82],

— Décart de température en surface du moule par rapport a la valeur moyenne et le temps de refroidissement
calculé analytiquement [79],

— les distorsions des piéces (obtenues par un modéle thermomécanique) [56].

Ce probléme d’optimisation n’est pas propre au procédé d’injection et se pose aussi pour la régulation ther-
miques des filiéres d’extrusion. La méthode du gradient conjugué de Fletcher et Reeves est par exemple utilisée
par Fradette [144] pour optimiser la position et la taille de canaux de refroidissement de filiéres d’extrusion de
profilées PVC. L’objectif recherché est le méme que le probléme d’injection : minimiser la température moyenne
pour diminuer les temps de refroidissement et uniformiser les températures pour améliorer la qualité. La mé-
thode de calcul utilisée (éléments fictifs) est intéressante car elle permet la superposition de plusieurs canaux
de refroidissement et donc indirectement de faire varier leur nombre pendant ’optimisation.

Une autre application concerne le refroidissement de pales de turbines. Dulikravich [145] utilise un algorithme
quasi-newtonien pour optimiser les sections de passage du réfrigérant de maniére a obtenir le flux désiré sur
la face externe. La résolution par la méthode des éléments frontiéres est particulierement adaptée dans ce cas
puisqu’elle permet d’obtenir directement les flux nécessaires au calcul de ’objectif.

Pour des problémes semblables, les méthodes retenues selon les auteurs sont trés différentes. Les informations
nécessaires a4 une comparaison de l'efficacité en terme de rapidité de convergence ou de précision des résultats
sont insuffisantes pour déterminer une méthode optimale. Une étude comparative des principales méthodes
d’optimisation est donc présentée ci-dessous pour dégager les avantages des différentes méthodes et des critéres
de choix d’une méthode d’optimisation adaptée.

4.2 Méthodes d’optimisation non linéaires sous contraintes

On cherche & résoudre un probléme de minimisation non linéaire sous contraintes non linéaires. D’une
maniére générale, ce type de problémes peut se mettre sous la forme (4.1) ou P est le vecteur des paramétres
d’optimisation, ® est la fonction objectif, g sont les contraintes inégalités et h les contraintes égalités. Les

fonctions @, g et h sont supposées non linéaires.

min ®(P)
PERn

gi(P) <0 Viel={1,2,---,m,} (4.1)
h](P):O VJEJ:{172a amh}
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Selon les propriétés des fonctions @, g et h, différentes méthodes sont envisageables pour résoudre ce pro-
bléme :
— les méthodes déterministes de programmation mathématique qui comprennent :
— les méthodes de programmation mathématique utilisant les dérivées des fonctions @, g et h,
— les méthodes de programmation mathématique n’utilisant pas les dérivées,
— les méthodes non déterministes basées sur une exploration plus ou moins aléatoire de I’espace des solutions.

Les méthodes de base les plus connues pour résoudre les problémes d’optimisation continue a un seul objectif
sont résumeées sur la figure (4.1). Le principe des méthodes par programmation mathématiques non linéaires
sans et avec contraintes ainsi que des méthodes non déterministes sont rappelées en annexe E.

Les critéres importants a considérer pour le choix d’une méthode d’optimisation sont (d’aprés [148]) :

— la fiabilité ou convergence globale, c’est-a-dire la capacité & déterminer un optimum global parmi plusieurs
optimums locaux,

— la vitesse de convergence locale,

— la précision.

Le tableau 4.1 présente un comparatif des propriétés des méthodes d’optimisation selon les trois critéres
précédents et la facilité de mise en oeuvre.

Fiabilité D’une maniére générale, la fiabilité d’une méthode dépendra de la forme de la fonction objectif.
Renders [148] propose ainsi une méthode de choix des méthodes d’optimisation selon le relief de la fonction a
optimiser.

D’une maniére générale, la convergence des méthodes d’optimisation par programmation mathématique vers
un optimum global est soumise & des conditions trés restrictives sur la fonction et les contraintes. Ces méthodes
seront plus performantes pour une fonction objectif linéaire, quadratique, unimodale (un seul optimum) ou
multimodale simple. Répéter 'optimisation en utilisant plusieurs points initiaux permet d’améliorer la fiabilité
dans les autres cas.

Les méthodes aléatoires présentent dans tous les cas une trés bonne fiabilité. L’algorithme de recuit simulé est
particulierement adapté pour des fonctions présentant un grand nombre d’optimums locaux (fonctions unimo-
dales bruitées) car les solutions intermédiaires locales sont autorisées. La méthode est par exemple performante
pour trouver 'optimum de la fonction de Rastrigin (4.2) dont la surface est représentée sur la figure 4.2.

f(z,y) = =20 — 22 — y* 4+ 10 (cos(2mz) + cos(27y)) (4.2)

Les algorithmes génétiques sont particuliérement performants pour 'optimisation de fonctions présentant de
nombreux optimums locaux qui ne sont pas disposés de maniére aléatoire et contiennent donc une information
sur la position des autres optimums. Enfin, les méthodes de recherche totalement aléatoire seront les seules
fiables pour des fonctions multi-modales sans structure (position des extremums locaux totalement aléatoire).

Vitesse de convergence Les méthodes de programmation mathématique présentant la vitesse de convergence
locale la plus élevée sont les méthodes du second ordre (convergence superlinéaire ou quadratique). L’utilisation
de ces méthodes pourra donc permettre de réduire le nombre d’itérations, si 'on se trouve initialement suffi-
samment proche de 'optimum.

La convergence des méthodes aléatoires et évolutionnaires sont en général beaucoup moins bonnes et ces

méthodes nécessitent un trés grand nombre d’évaluations de la fonction objectif. Elles seront donc pénalisantes
si le calcul de la fonction objectif est long.
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Optimisation continue mono-objectif
- Méthodes déterministes par programmation mathématique
|- Programmation linéaire Algorithme du simplexe

— Optimisation unidimensionnelle

Avec dérivées Méthode de Newton—-Raphson
Méthode de la sécante
Méthode de dichotomie

Sans dérivées Interpolation polynomiale
Méthode de dichotomie
Méthode de la suite de Fibonacci
Méthode du nombre d’or

— Optimisation non linéaire sans contrainte
I— Fonctions différentiables
Méthodes de gradient Méthode du gradient a pas prédéterminé
Méthode de la plus forte pente
Méthode de la plus forte pente accélérée
Méthode de second ordre Directions conjuguéesMéthode du gradient conjugué
Methode de Fletcher-Reeves
Méthode de Newton
Méthodes quasi—newtoniennes (Algorithmes DFP et BFGS)
— Fonctions non partout différentiables Méthodes de sous—gradient
— Optimisation sans dérivées Méthode de Powell

— Programmation quadratique = Méthode par élimination généralisée
(sous contraintes linéaires) Méthode par activation de contraintes

L— Optimisation non linéaires sous contraintes
- Méthodes primales
Changement de variables

Directions réalisables  Méthode du gradient projeté
Méthode du gradient réduit
Méthode du gradient réduit généralisé

Méthodes par linéarisation

— Résolution des conditions de Kuhn-TuckerMéthode de Newton
Méthode de Wilson

'— Méthodes duales
Méthodes de pénalités Méthode des pénalités intérieures
[: Méthode des pénalités extérieures
Méthodes Lagrangiennes Algorithme d’Uzawa et d’Arrow Hurwicz
Algorithme de Dantzig
Méthode des Lagrangiens augmentés
L Méthodes non déterministes ou stochastiques
[: Méthodes de voisinage Méthode de Monte—Carlo

Méthode du Recuit Simule
Méthodes distribuées  Algorithmes génétiques

F1G. 4.1 — Principales méthodes applicables a I'optimisation continue mono-objectif (d’apreés [146], [147] et [148])
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Vitesse de

Méthode Convergence convergence Précision Mise en ceuvre
globale
locale
Non (oui en pra- o R - .
. . .. . Linéaire, trés lente Délicate a mettre
Gradient projeté | tique pour des R
. .| pour des problémes | Bonne en ceuvre pour des
[146] contraintes li- P L
L. mal conditionnés cas généraux
néaires)
. . Linéai os 1 I
Gradient réduit | Non (sous la forme Inéaire, trés \ente HHpose d?S
pour des problémes | Bonne contraintes li-
[146, 147] de base) Lo -
mal conditionnés néaires
. JU Oui, sous des condi- | Linéaire, trés lente Délicate a mettre
Gradient réduit | | . . R
PR tions trés restric- | pour des problémes | Bonne en ceuvre pour des
généralisé [146] . P .
tives mal conditionnés cas généraux
drati -
Newton et Non si loin de 'o Q;?inré;ilr(iue ;32(: Se raméne 4 une op-
Wilson [146, 147, | .. PP . Bonne timisation quadra-
timum des algorithmes .
149 . . tique
quasi-newtoniens)
Dépend de la
Pénalités . . | méthode sans R N
L. Oui, sous des condi- . e Se raméne a une
(extérieures et . . contrainte utilisée . s
NP tions peu restric- . Faible optimisation sans
intérieures) [146, | . (superlinéaire pour .
tives . contraintes
147] quasi-Newton  ou
gradient conjugué)
Uzawa et Se raméne & une
Arrow-Hurwicz (?7) Linéaire Bonne optimisation sans
[146] contraintes
Se raméne a une op-
Dantzig [146] (?7) (?7) Bonne timisation linéaire
sous contraintes
. Selon la méthode e R .
Lagrangiens . Bonne, améliorée | Se raméne a une
) Non (sous la forme | sans contraintes C.
augmentés e . . | par rapport aux | optimisation sans
de base) utilisée (linéaire a | =, .
[146, 147] . pénalités contraintes
quadratique)
Monte-Carlo et Faible (nécessitent Ne nécessite que
Recuit simulé | Bonne un grand nombre de | Faible ¢ d
des calculs directs
[150] calculs)
Nécessite le choix
. Faible (nécessite un d’options  d’opti-
Algorithmes Trés bonne grand nombre de | Faible misation influentes

génétiques [14§]

calculs)

sur la qualité de la
résolution

TAB. 4.1 — Tableau comparatif des méthodes d’optimisation non linéaire sous contraintes
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F1G. 4.2 — Tracé de la fonction de Rastrigin

Précision D’une maniére générale, les méthodes aléatoires sont beaucoup moins précises que les méthodes de
programmation pour un méme nombre d’évaluations de la fonction. Elles seront donc a éviter si 'on souhaite
une grande précision des résultats.

Mise en ceuvre La mise en ceuvre des méthodes aléatoires est bien entendu bien plus facile puisque 1'optimi-
sation ne nécessite alors que des calculs directs de I'objectif. L utilisation des algorithmes génétiques demande
toutefois la création de mécanismes de sélection, reproduction et mutation qui doivent parfois étre spécifiques
au probléme pour de meilleurs résultats.

Les méthodes de programmation mathématique sont plus ou moins complexes & mettre en ceuvre. Dans les
cas, on devra au moins calculer les dérivées de I'objectif et des contraintes. Les méthodes de gradient sont a éviter
car elles doivent étre adaptées a chaque type de probléme. Les autres méthodes se raménent a des problémes
linéaires ou quadratiques avec ou sans contraintes dont les techniques de résolution sont généralement trés bien
connues.

Choix des méthodes en fonction des critéres Le choix d’une méthode d’optimisation dépend principale-
ment des besoins de 'utilisateur. Si 'on cherche & optimiser sans trop de précision une fonction présentant de
nombreux optimums locaux et si le temps de calcul n’est pas un facteur pénalisant, les méthodes aléatoires et
d’évolution sont les mieux adaptées.

Les méthodes de programmation mathématique sont au contraire beaucoup plus performantes et précises
pour Poptimisation de fonctions simples (présentant peu d’optimums locaux). Leur mise en ceuvre est également
plus délicate.

Enfin, l'utilisation de méthodes hybrides permet de combiner les avantages des deux types de méthodes :

augmenter la fiabilité et la précision tout en diminuant le temps de calcul. On pourra par exemple s’approcher
de optimum global par une méthode aléatoire puis affiner le résultat par une méthode déterministe. On pourra
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aussi utiliser un grand nombre de points initiaux choisis aléatoirement et réaliser des optimisations déterministes
a partir de tous ces points.

4.3 Meéthodes d’analyse de sensibilité

Les méthodes d’optimisation mathématiques nécessitent le calcul des dérivées (premiéres et éventuellement
secondes) des fonctions objectifs et des contraintes. Les méthodes possibles pour ce calcul d’analyse de sensibilité
sont présentées dans ce paragraphe.

On considére une fonction ® d’un vecteur de parameétres P = [p1p2 - - - pp]. Dans notre cas, cette fonction est
également indirectement fonction de P par U'intermédiaire de la température T'(P) et du gradient de température
q(P) qui sont obtenus par la résolution par éléments frontiéres :

(P) = ¥(T'(P),qa(P),P) (4.3)

L’objectif est d’obtenir la dérivée de la fonction objectif par rapport a un paramétre p de ’ensemble P : ‘Z,—‘I)

pour une utilisation dans les méthodes d’optimisation. Dans le cas de contraintes linéaires, le calcul des dérivées
est direct. Par contre, une approche semblable & celle présentée pour la fonction objectif doit étre utilisée pour
les contraintes non linéaires.

La complexité des problémes rend trés difficile le calcul des dérivées analytiquement pour des cas réalistes.
L’analyse de sensibilité peut étre effectuée par trois grandes méthodes numériques présentées, par exemple, par
Tortorelli [151] :

— la méthode des différences finies,

— la méthode par différentiation directe,

— la méthode de I’état adjoint.

Un apercu de chaque méthode est donné ci-dessous dans le cas d’une utilisation avec une résolution des
problémes thermiques par la méthode des éléments frontiéres.

4.3.1 Calcul par différences finies

Cette méthode, utilisée notamment par Dulikravich [145] et Martin [152] avec une résolution par éléments
frontiéres de ’équation de la chaleur, est trés simple & mettre en ceuvre pour approcher la dérivée d’un objectif.
Celle-ci s’exprime par :

0 (P + Ap) — (P)
ap Ap

Dans ce cas, le nombre de calculs de la fonction objectif & effectuer est de p + 1 pour p parameétres. Cette
méthode est la plus simple & mettre en ceuvre mais reste peu précise. D’autre part, I'influence de la taille du

pas Ap est importante. Un pas trop grand conduit & une mauvaise approximation de la dérivée alors que pour
un pas trop faible, la dérivée obtenue est fortement dépendante de la précision du calcul de la fonction ®.

(4.4)

L’erreur est de 'ordre de o(Ap) donc une faible perturbation conduit & une meilleure précision. Toutefois,
pour des perturbations trop faibles, 'erreur d’approximation peut devenir importante [151, 152]. Il existe donc
généralement un intervalle de perturbations dans lequel le calcul par différences finies permet d’obtenir un ré-
sultat assez précis comme montré sur la figure 4.3 entre 10~% et 1073,

L’utilisation de différences finies centrées (équation 4.5) permet d’améliorer la précision mais le nombre de
calculs passe a 2p + 1.
0 (P + Ap) — ®(P — Ap)
op Ap

(4.5)

99



-0 ot 1w pl (-4 121] 1

a3 L T | Il | RIS T | 0y
i 1 Beta-Spline Verdex
b {1 Foresrd Finfe Dffsmncing =
%= Cami=l Finis
21 e Implcl s e e iR
. |
L E o
- .-
iuz 4 T
] “:
23 ' T hVEea
o —8l) | &
| g—5—a—8—=—5— 5 ...
04 ’ ii ]
Fe ittt e ey -
as & el =1
oa T T T 0.4
woowet w1 ot g
Perurbation dols

F1a. 4.3 — Effet de la perturbation sur le calcul de la sensibilité calculée par différences finies [152]

4.3.2 Calcul par différentiation directe

Le calcul par différentiation directe est trés populaire dans le cas d’une résolution par éléments frontiéres.
Prasad [153], Park [154, 155] et Martin [152] I'utilisent pour déterminer les sensibilités de la température et du
flux sur les frontiéres et aux points internes pour des problémes stationnaires 3D.

La dérivée de la fonction ® s’écrit a partir des dérivées des températures %—Z et des gradients de température
9q .
op °

= S (T(PLa(PLP) S (P)+ S (T(P).a(P).P) GLP) + 5

; o (T(P). a(P), P) (4.6)

Sur la frontiére du domaine, la méthode des éléments frontiéres permet d’écrire I’équation de la chaleur sous
la forme discrétisée (4.7) pour un probléme stationnaire. Les matrices H et G et les vecteurs T et ¢ sont tous
ici des fonctions du vecteur de paramétres P.

[HP)H{T(P)} - [G(P){a(P)} =0 (4.7)

La méthode consiste & dériver directement cette équation pour obtenir le systéme suivant pour chaque
parametre :

el {S@}+ | Se]| ren =eeEi{ e} + | 5e)] uen (18)

La résolution directe du probléme a déja permis de calculer G, H, T et q. Pour pouvoir résoudre ce systéme,

il faut donc calculer les matrices % et 6—? ainsi que les dérivées des conditions aux limites.

La résolution du systéme se fait alors de la méme maniére que le probléme direct en introduisant les dérivées
des conditions aux limites. La résolution du systéme permet alors de déterminer les dérivées aT et aq inconnues

sur la frontiére et calculer le résultat de I’équation (4.6).

Au total, pour p parameétres et quel que soit le nombre d’objectifs, le calcul de sensibilité nécessite ’assem-
blage de p matrices dérivées de G et H et la résolution de p systémes linéaires de la forme (4.8).
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4.3.3 Calcul par la méthode de I’état adjoint

Cette méthode est utilisée pour déterminer les sensibilités d’un objectif par rapport & des conditions aux
limites par Meric [156] ou & des paramétres géométriques définissant le domaine de calcul par Park [157] et
Aithal [158].

La méthode permet de calculer la dérivée de la fonction objectif sans jamais calculer explicitement les dérivées
de la température T'(P) et du gradient de température ¢(P). Pour cela, on définit la fonction augmentée ¥ en
introduisant des multiplicateurs de Lagrange « :

U(P) = ¥ (T(P),q(P),P) — & (H(P)T(P) — G(P)a(P)) (4.9)

La fonction initiale ¥ et la fonction augmentée ¥ ont la méme sensibilité puisque T(P) et q(P) sont solutions
du probléme direct et vérifient donc [H(P)]{T'(P)} = [G(P)] {a(P)}.

La dérivée de la fonction augmentée s’écrit :

G (P) = 57 (T(PLa(PLP) 5 (P)+ S (T (P).a(P), P) 52 (P) + 5 (T(P).q(P).P)
—n (G v PG - Lap)-6P)3L) (o)

En réorganisant ’équation précédente, la dérivée peut s’écrire sous la forme :

P = G (r(P).a(P)P) — n (G T(P) - ()

GT(P) (6\1/

+Z a—Tmp),q(m,p)nH<P>)+g—Z<P> (Z—f (T<P>,q<P>,P>+nG<P>) (4.11)

‘g—i et g—g sont connus respectivement sur I'z et I'y. Il reste donc a choisir les multiplicateurs x de maniére a
annuler les facteurs des termes inconnus %—Z sur I'y et g—g sur I'r. k doit donc étre choisi de maniére & vérifier le
probléme adjoint suivant de I’équation (4.12) qui correspond a la forme discrétisée du probléme continu proposé

par Meric [156].

o
ar
v
dq

(T(P), Q(P)a P) - HH(,P) = 0 sur F¢
(4.12)
(T(P),q(P),P) + kG(P) =0 sur I'p

Une fois que k a été calculé, la dérivée de la fonction objectif est obtenue a partir de 'équation (4.11). Le
calcul de sensibilité nécessite donc la résolution d’un probléme adjoint pour chaque objectif, indépendamment du
nombre de paramétres. Pour cela, les chargements adjoints g—? et % doivent étre évalués pour chaque objectif.
Malheureusement, 1’assemblage des matrices dérivées de G et H est toujours nécessaire pour chaque parameétre
afin de calculer l'expression (4.11).

4.3.4 Comparaison des méthodes

La méthode de calcul par différences finies est la plus facile & mettre en ceuvre mais aussi la plus cotiteuse
en calculs et la moins précise. Les méthodes par différentiation et par résolution de ’état adjoint permettent
d’améliorer la précision, sans avoir a se soucier du choix des pas de perturbations.
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Le choix entre ces deux méthodes se fera selon deux critéres : le rapport du nombre de paramétres sur le
nombre de fonctions a dériver et la mise en ceuvre. En théorie, la méthode par différentiation est plus rapide
pour un nombre élevé d’objectifs par rapport au nombre de paramétres et est plus facile & mettre en ceuvre. La
méthode de I'état adjoint est au contraire plus efficace dans la situation inverse mais nécessite la mise en place
du probléme adjoint.

En pratique, pour une résolution par éléments frontiéres, ces deux méthodes de calcul nécessitent 1’assem-
blage des matrices pleines % et %. Cette étape d’assemblage est généralement beaucoup plus longue que
I’étape de résolution du systéme. La méthode de I’état adjoint perd donc une partie de son avantage par rapport

a la méthode par différentiation.

Enfin, on peut noter que ces trois méthodes restent utilisables avec un calcul transitoire pour lequel la
fonction objectif et les contraintes sont des fonctions du temps ¢. Tortorelli [159] et Haftka [160] développent les
équations obtenues par différentiation et par la méthode de I’état adjoint pour les problémes transitoires résolus
par la méthode des éléments finis. Une attention particuliére doit toutefois étre apportée au choix du schéma
temporel pour la résolution, sous peine de voir la précision chuter.

4.4 Algorithme de la procédure d’optimisation

La figure 4.4 présente 'algorithme qui a été mis en place pour réaliser 'optimisation en reliant :
— DPétape de simulation numeérique par éléments frontiéres (BEM),

— I'étape d’analyse de sensibilité,

— la méthode d’optimisation.

Les données a fournir sont :
— les données nécessaires a la résolution du probléme thermique :
— la géométrie et les paramétres nécessaires au maillage,
— les conditions limites et initiales,
— les propriétés matériaux,
— les données nécessaires a I’optimisation :
— les paramétres a optimiser,
— l’objectif recherché,
— les contraintes a respecter,
— un point de départ pour la procédure (jeu de paramétres initiaux).

Les choix réalisés pour les données d’optimisation sont détaillés dans le paragraphe 4.5. La résolution par
éléments frontieres a été détaillée dans le chapitre 3 et sera validée dans le chapitre 5 dans le cas des transferts
thermiques en injection. L’analyse de sensibilité est effectuée soit par différences finies soit par différentiation.
Les détails de I'implantation sont dans le paragraphe 4.7. La méthode d’optimisation retenue est la méthode
de programmation quadratique séquentielle ou sequential quadratic programming (SQP). La fonction fmincon
du module d’optimisation de Matlab® a été utilisée. Les raisons de ce choix et les détails de 'algorithme sont
explicités dans le paragraphe 4.6.

L’optimisation est une procédure itérative (on note k l'itération en cours). L’algorithme se déroule comme
suit : & I’état initial (k = 0), on dispose d’un ensemble de paramétres P, la simulation numérique par la méthode
des éléments frontiéres permet d’obtenir des résultats en température T(P¥) et en flux ¢(P*). Ces résultats sont
utilisés pour évaluer la valeur de 'objectif ®(P*) et des contraintes g(P*) et h(P¥). Parallélement, 'analyse de
sensibilité permet de déterminer les dérivées de I'objectif (V®(P¥)) et des contraintes (Vg(P*) et Vh(P¥)) par
rapport aux parametres.
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Tant que les critéres d’arrét ne sont pas satisfaits pour le jeu de paramétres P*, la méthode d’optimisation
est utilisée pour calculer un nouveau jeu de paramétres a partir des résultats de la simulation et de I’analyse de
sensibilité. Pour cela, on détermine une direction de progression d* et un pas o par la résolution d’un sous pro-
bléme quadratique défini par la matrice Hessienne H¥. Le nouveau jeu de paramétres est alors P+t = P*k ok k.

Ce nouveau jeu de paramétres est utilisé pour définir les données de la simulation suivante : un nouveau
maillage est réalisé et les conditions aux limites sont mises & jour.

Paramétres
initiaux

PO

Maillage 1D Modification des paramétres
Conditions limites Phtl = pk 4 okgk
r -
Résolution Analyse de ‘
BEM 2D sensibilité :
(différences finies Minimisation
ou différentiation) unidimensionnelle

Vo (PF)
Vg(P*)
Vh(PF)

¢ ¢ Résolution

: du sous-probléme
Calcul de Calcul des : quadratique
l'objectif contraintes :

@@ G(PF), h(PF)

Calcul de la
matrice Hessienne

© Optimisation

NON T S :

Paramétres
finaux
P *

Fi1G. 4.4 — Algorithme de la procédure d’optimisation développée
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4.5 Description du probléme d’optimisation

4.5.1 Fonctions objectifs possibles

L’objectif recherché est de trouver la meilleure combinaison possible de paramétres géométriques et de
paramétres procédés permettant d’améliorer le refroidissement du moule. I’axe d’amélioration recherché peut
étre :

— une amélioration de la qualité de la piéce (réduction des défauts d’origine thermique),

— une amélioration de la productivité (diminution du temps de cycle).

Selon le type de modéle thermique utilisé, la simulation numérique donne accés a des résultats différents :
— modéle stationnaire : température du moule moyenne au cours d’un cycle stabilisé,
— transitoire : évolutions de température dans la piéce et le moule au cours d’un cycle.

Les fonctions objectifs retenues seront donc fonctions de ces résultats.

4.5.1.1 Fonctions objectifs utilisables avec les calculs stationnaires

Les fonctions objectifs utilisables avec un calcul stationnaire ne peuvent étre que fonction de la température
dans le moule (généralement a la surface de la cavité). L’évolution de température dans la piéce n’est pas connue
et ne peut donc pas étre utilisée directement comme objectif. L’évolution de la température de la piéce (c’est-
a~dire le temps de cycle et la distribution) sera toutefois fonction de la température du moule et accessible par
un calcul analytique approché dans I’épaisseur de la piéce (voir paragraphe 1.4.2).

Température moyenne a la surface de la cavité du moule La température a la surface de la cavité
du moule I'j; est un indicateur du temps de refroidissement. Abaisser cette température permettra donc de
diminuer les temps de cycle. On définit donc un premier objectif qui est la température moyenne a la surface
de la cavité :

fF}W Tdr

O =Ty = o

(4.13)

Ecart maximal de température a la surface de la cavité du moule Le moyen le plus simple de mesurer
P'uniformité de température a la surface du moule est de calculer I’écart maximal de température, c¢’est-a-dire
la différence entre les valeurs maximales et minimales :

O =AT =maxT —minT (4.14)
T T

Bien que facile a calculer, cette fonction objectif, utilisée par Zou [161]|, Tang [84] et Huang [86] présente
quelques inconvénients. Tout d’abord, le calcul ne donne accés qu’a une amplitude de variation de la température
mais ne prend pas directement en compte la distribution de température. L’inconvénient majeur de cette fonction
est qu’elle est non dérivable analytiquement puisque les positions des valeurs minimales et maximales peut étre
variable avec les paramétres.

Ecart a4 une température objectif L’uniformité de température dans la piéce sera fortement influencée par
la répartition de température a la surface de la cavité. Matsumoto [76] et Zhou [77] proposent donc d’utiliser une
fonction objectif évaluant I’écart de la température de la cavité & une température objectif T5p; préalablement
choisie (en fonction par exemple de la température de moule nécessaire pour le remplissage) :

2
& = oy = a1 = Tonsll 1 Joy (T = Toty)” el (1.15)

FM FM
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Pandelidis [82] utilise cette méme fonction avec un modéle transitoire au moment de I’éjection. L’utilisation
de cette fonction doit permettre d’homogénéiser la température a la surface de la cavité, tout en se rapprochant
d’un temps de cycle voulu (controlé par le temps de refroidissement et donc par la température du moule).

Ecart a la température moyenne Pour éviter d’avoir a choisir a priori une température de surface objectif,
on peut améliorer I'uniformité de température en minimisant I’écart de la distribution de température a la
surface par rapport a sa température moyenne comme proposé par Park [78] :

2
 Jea 1T = Togll d0 Jr,, /(T = Tongy)” dT (4.16)

K
72 Iy Iy

Cette fonction permet également d’homogénéiser la température a la surface de la cavité mais sans avoir
aucun controéle sur la température moyenne qui en résultera. La configuration finale pourra donc présenter une
température trés uniforme mais aussi trés élevée en moyenne, ce qui conduira & un temps de refroidissement
trés long.

Température moyenne et écart a la température moyenne Pour pallier ce probléme, on utilisera une
combinaison du dernier objectif avec un objectif indicateur du temps de refroidissement. Park [79] propose d’uti-
liser directement le temps de refroidissement calculé analytiquement en fonction de la température du moule.

Dans notre application, ’écart & la température moyenne sera combiné avec la température moyenne par
Iintermédiaire d’un coefficient de pondération w compris entre 0 et 1. On obtient alors un nouvel objectif :

T,
B = w4 (1 —w) 22 avec 0 < w < 1 (4.17)
Tmoy 02

L’exposant 0 indique les valeurs dans la configuration initiale (avant le début de 'optimisation). Ce dernier
objectif devrait permettre d’améliorer la qualité du refroidissement tout en conservant un controle du temps de
refroidissement.

4.5.1.2 Fonctions objectifs utilisables avec les calculs transitoires

Tang [84, 85] qui utilise une résolution transitoire par éléments finis, se contente d’utiliser une fonction ob-
jectif sur la température a la surface du moule au moment de 1’éjection (semblable a celles utilisées pour les
calculs stationnaires).

Toutefois, dans le cas ot une résolution transitoire est utilisée, on a accés directement a la température dans
la piéce et & son évolution. Il parait donc intéressant d’utiliser directement ce résultat dans les objectifs. On
définit pour cela trois fonctions objectifs : le temps de refroidissement, I'uniformité de température dans la piéce
et comme précédemment une combinaison de ces deux objectifs.

Temps de refroidissement On définit le temps de refroidissement ¢,.s comme la durée du refroidissement au
bout de laquelle la température maximale (ou moyenne pour des piéces épaisses) est inférieure a la température
d’éjection T;.

La fonction objectif s’écrira alors :
P = t.,-ef = mint / T(M,If) < Tej VM € Qp (418)
ou :

D =trep =mint |/ Toy(Qp,t) < Tej (4.19)
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La température dans le piéce n’est connue qu’a la fin de chaque pas de temps. Il est nécessaire d’obtenir
une précision plus grande du temps de refroidissement, en particulier pour pouvoir détecter des variations de
celui-ci en fonction de petites variations des parameétres. Pour cela, on utilise une approximation linéaire entre
deux pas de temps t" et "1 comme indiqué sur la figure 4.5.

T

Tn

Tn+1

Fia. 4.5 — Principe de détermination du temps de refroidissement

Uniformité de température dans la piéce Si 'uniformité de température dans la piéce au moment de
I’éjection est atteinte, la poursuite du refroidissement dans 'air, limité par le coefficient d’échange convectif avec
Pair, sera uniforme.

Les gradients thermiques entre les différentes zones du moule et de la piéce (souvent générés par la géométrie
de la piéce) sont également a éviter. Nous définissons pour cela une fonction objectif estimant I'uniformité de
température au moment de I’éjection :

1
b =0p = —/ |T — Thoyll A2 pour t =t,cs (4.20)
QP QP

Cette fonction est une forme légérement modifiée de celle proposée par Pandelidis [82] qui compare les écarts
de la température de la piéce a la température en surface du moule au moment de I’éjection.

Combinaison du temps de refroidissement et de I’uniformité de la piéce Une fagon simple d’amélio-
rer I'uniformité de température dans une piéce consiste a éloigner les canaux de refroidissement de la surface,
ce qui a pour autre conséquence d’augmenter la température du moule et donc le temps de refroidissement.

Si 'on souhaite pouvoir controler cette augmentation, nous utiliserons une combinaison des deux objectifs,
par Pintermédiaire du coefficient de pondération w (0 < w < 1). 9, et 0% sont les valeurs des objectifs avec le
vecteur initial de paramétres.

t o
o=wrdy (1—w)a—§ (4.21)
ref P
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4.5.2 Paramétres a optimiser

Le nombre de canaux n’est pas retenu directement comme paramétre d’optimisation. La modification du
nombre de canaux (et donc du nombre de paramétres définissant leurs positions et leurs tailles) nécessiterait en
effet la prise en compte d’un parameétre entier et la modification des contraintes en conséquence (voir paragraphe
4.5.3) a chaque itération de I'optimisation. Dans la version actuelle, 'influence du nombre de canaux devra donc
étre étudiée manuellement en réalisant plusieurs optimisations avec différentes configurations.

De méme, le choix du matériau du moule ou du fluide de refroidissement doit étre réalisé auparavant. Les
propriétés peuvent étre utilisées comme paramétres mais elles évolueront alors contintiment lors de I'optimisation.
L’obtention de propriétés d’un matériau existant effectivement n’est alors pas assurée.

4.5.2.1 Paramétrage de la géométrie

Pour limiter le nombre de paramétres, 'optimisation est réalisée sur les formes géométriques plutét que sur
les nceuds du maillage. Ceci permet de limiter le nombre de paramétres mais aussi d’exprimer plus facilement
les contraintes et de faciliter I'utilisation des résultats (pour par exemple une définition CAO de la géométrie
du moule).

Comme nous ne considérons que des problémes en 2 dimensions, les canaux sont décrits a partir de leurs
sections. Les sections elliptiques sont paramétrées a l'aide de 5 données (figure 4.6) :

— les coordonnées du centre : P, et P,

— les rayons : R; et Ra,

— lorientation des axes par rapport aux directions du plan : ac.

Fi1G. 4.6 — Parameétres de description des géométries de section de canaux

Ces formes étant définies, on a développé des fonctions de maillage automatique de ces frontiéres selon ces
paramétres. A partir du nombre total d’éléments sur la frontiére du canal, on répartit uniformément les nceuds
sur la périphérie. Les coordonnées des extrémités des éléments sont alors pour § variant de 0 a 27 par pas de

JQV—” (ou de 0 & —27 pour une frontiére intérieure) :

{ x(f) = Ry cosfcosac — Resinfsinac + Py (4.22)

y(0) = Ry cosfsinac + Rasinfcosac + Py

Pour réduire le nombre de parameétres, un méme parameétre d’optimisation peut étre utilisé pour définir
plusieurs sections. Par exemple, si 'on souhaite que tous les canaux aient le méme rayon, deux possibilités
existent (voir figure 4.7) :

— utiliser un paramétre pour chaque rayon et introduire des contraintes égalités entre tous ces paramétres,

— utiliser le méme paramétre pour tous les rayons.
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La deuxiéme solution sera bien siir préférée car elle permet de réduire le nombre des parameétres d’optimi-
sation et permet donc une résolution plus rapide et plus fiable. La méme démarche sera utilisée pour gérer les
symétries (voir figure 4.7) et d’'une maniére générale, tous les cas ou un méme paramétre d’optimisation peut
étre utilisé pour plusieurs paramétres géométriques.

Solutionl Solution2
4 parameétres et 3 contraintes égalités 1 paramétre

R = R2=R3 =Ry

O =0 O 0O

2 parameétres et 1 contrainte égalité 1 paramétre
L1 = L2

F1G. 4.7 — Choix du nombre de paramétres

4.5.2.2 Paramétres procédés

Le réglage de la régulation thermique du moule a également une influence sur le refroidissement du moule.
En particulier, les paramétres suivants apparaissent dans les modéles thermiques et sont utilisables pour 1'opti-
misation :

— le débit du fluide,

— la température du fluide,

— les propriétés thermiques du fluide,

— les propriétés thermiques du moule.

L’optimisation des propriétés thermiques du fluide et du moule peut toutefois conduire a des valeurs irréa-
lisables en pratique. D’une maniére générale, ces valeurs seront donc fixées avant optimisation.

On peut également envisager d’utiliser le temps de cycle comme un paramétre de maniére a améliorer la
distribution de température dans le moule (en utilisant un temps de refroidissement plus long que le minimum
théorique). Ce temps de refroidissement peut étre utilisé directement comme paramétre lorsque le modeéle est
transitoire ou par 'intermédiaire de la densité de flux imposé a la surface du moule lorsque le modeéle est sta-
tionnaire.

Les autres paramétres du procédé, en particulier la pression ou la durée de maintien, n’apparaissent pas
directement dans les modéles thermiques et ne peuvent donc pas étre utilisées comme paramétres d’optimisation.
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4.5.3 Contraintes
4.5.3.1 Contraintes sur les paramétres géométriques

Les contraintes sur la position et la taille des canaux de refroidissement doivent étre introduites de maniére
a assurer :

— la non interpénétration des canaux les uns dans les autres,

— le maintien des canaux & l'intérieur de I'insert ou du moule,

— une distance canal/cavité minimale,

— une répartition éventuelle des canaux dans différentes zones du moule.

Des contraintes liées a la fabrication peuvent également étre imposées :

— un rayon minimal ou maximal réalisable,

— un rapport de rayons réalisable (pour les ellipses),

— une orientation d’ellipses réalisable (pour la fabrication par assemblage de strates).

4.5.3.2 Contraintes sur les paramétres procédés

Les limites sur les contraintes sont également dues aux limitations du procédé d’injection. On peut citer par
exemple :
— la limite de puissance de la pompe du circuit de refroidissement d’ott une perte de charges et un débit
dans le circuit qui seront limités (influencés par la longueur du circuit et le diameétre des canaux),
— les températures maximales et minimales du fluide de refroidissement imposées par les capacités du régu-
lateur.

On peut également souhaiter conserver un écoulement turbulent dans le circuit de refroidissement pour
obtenir le meilleur échange possible. Dans ce cas, une contrainte entre le rayon, le débit et les propriétés du
fluide est obtenue.

4.5.3.3 Introduction des contraintes

Dans les applications trouvées dans la bibliographie [85, 84, 78|, les contraintes sur les paramétres géo-
métriques sont introduites par I'intermédiaire de bornes ou de relations linéaires entre les paramétres. Cette
technique a dans un premier temps été réutilisée.

Les contraintes linéaires (égalités ou inégalités) sont regroupées et introduites sous forme matricielle par
I'intermédiaire des matrices [A] et [Aeq] et des vecteurs {b} et {beg} :

{ [A]{P} < {b}
[Aeq] {7)} = {beq}

L’utilisation de contraintes linéaires est trés restrictive, en particulier pour les parameétres géométriques.
Par exemple pour positionner deux canaux circulaires dans un carré, on dispose de 5 parameétres qui sont les
positions des centres des canaux : Pp1, Py1, P2 et Pyo et le rayon des canaux R. Le vecteur des paramétres est

donc P = {P,; P, Py Py R}

(4.23)

Pour forcer les canaux a rester dans le domaine en introduisant un jeu minimal § entre les canaux et la
surface, on obtient les quatre relations suivantes pour chaque canal 7 :

Py +R+6< L,
Py+R+6<1L,
Py—R—6>0
Py—R—56>0

(4.24)
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Fi1G. 4.8 — Géométrie et définitions des paramétres

ce qui est introduit sous forme matricielle dans les données :

1 0 1 L,
0 1 1 Pri L

[A] = s APy =19 Py ¢ et {b} = Y (4.25)
-1 0 1 i 0
0 -1 1 0

Pour gérer la non interpénétration des canaux, en utilisant une contrainte linéaire sur les paramétres, on
autorise les canaux a se placer soit cote a cote, soit 'un au dessus de I'autre mais on ne peut pas autoriser les
deux :

- 11+Px272R25 ou - y1+Py272R25 (426)

Pour avoir des contraintes moins restrictives que celles imposées par les relations linéaires, nous avons in-
troduit deux autres types de contraintes : les contraintes linéaires par morceaux et les contraintes non linéaires
basées sur la distance minimale des canaux aux frontiéres du moule.

En utilisant une contrainte linéaire par morceaux, il est possible d’étendre le domaine des solutions. On peut
par exemple définir la contrainte sous la forme d’une condition sur P, :

] (4.27)
Py +R+0< Pp<L,—R—Jsinon

{R+6§Py2 < L,—R—§si Py > Py +2R+6
Enfin, en utilisant une contrainte non linéaire (basée sur la distance entre les frontiéres), il est possible
d’étendre encore le domaine des solutions comme le fait Huang [86].

((PxQ_Px1)2+(Py2_Py1)2>§ _QRZ(S (428)

D’une maniére plus générale, nous calculerons la distance minimale de chaque canal & toutes les autres
frontiéres du domaine (frontiéres extérieure et autres canaux). Cette distance devra étre supérieure & un jeu o
imposé : mind > §. Cette contrainte est donc bien plus simple a définir que les deux précédentes et pourrait
donc plus facilement étre utilisée pour des problémes complexes ou en 3D.

Les zones que le deuxiéme canal peut occuper sont représentées sur la figure 4.9 en fonction de la contrainte
utilisée pour éviter la collision des canaux. Selon la formule utilisée, le domaine obtenu est différent. Les
contraintes linéaires ou linéaires par morceaux nécessitent d’étre adaptées a chaque probléme, alors que la
contrainte non linéaire est plus générale. L’effet du type de contrainte sur l'efficacité de la méthode d’optimisa-
tion sera étudié dans le chapitre 5.
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7

O O O O,

Contrainte linéaire 1 Contrainte linéaire 2 Contrainte linéaire Contrainte non linéaire
par morceaux

F1G. 4.9 — Zones solutions (hachurées) pour le deuxiéme canal en fonction du type de contrainte utilisé

4.6 Choix de la méthode d’optimisation

4.6.1 Etude du relief des fonctions a optimiser

Pour choisir une méthode d’optimisation efficace pour le probléme détaillé dans le paragraphe précédent,
nous allons essayer de déterminer le relief des fonctions & optimiser sur un exemple simple.

Définition du cas test Ce cas test s’approche du modéle stationnaire présenté dans le chapitre 2. On consi-
dére un domaine carré de coté L percé d’un canal circulaire centré en (P, P,) et de rayon R (voir figure 4.10).
La face inférieure de la plaque est soumise & un flux ¢, la face supérieure est maintenue a une température Ty et
les deux cotés sont isolés. La surface du canal est soumise & la convection avec un fluide & température T, avec
un coefficient d’échange h(R). Les valeurs numériques de L et des conditions aux limites sont reportées dans le
tableau 4.2.

FiG. 4.10 — Géométrie, conditions aux limites et définition des paramétres

Le coefficient d’échange est calculé en fonction du rayon du canal et des propriétés du fluide (par exemple
de l'eau dont les propriétés sont rappelées dans le tableau 4.3).

On considére 4 paramétres décrivant la géométrie du canal et la condition aux limites appliquée a sa surface
(figure 4.10) :
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Longueur L Densité de flux Température Température
g[m] imposée o imposée Tp du fluide T\
[W.miQ.Kil] [°C] [oc]
0,1 10% 50 20

TAB. 4.2 — Dimensions et conditions aux limites du cas test

e s Capacité
Dé‘t;it l?F COHd;\l;thlte volul\r/rll?zsfe e Viscosité ng calorifique
[m?.s74] 1 o1 _3 [Pa.s] massique Cpp
[Wom K] [kg.m~7] [J.kg L.K-1]
2107 0,63 996 8102 4180

TAB. 4.3 — Propriétés du réfrigérant pour le cas test

— les coordonnées du centre du canal : P, et P,
— le rayon du canal : R,
— la température du réfrigérant : To.

On regarde les effets des parameétres sur quatre fonctions objectif définies sur la surface inférieure (sensée
représenter la cavité d’'un moule) :

— la température moyenne : Tj,0y,

— la différence maximale de température : AT,

— Décart a une température objectif de 60°C : o1,

— D’écart & la température moyenne : .

Pour observer les surfaces de réponse de ces fonctions objectifs, on fait varier les paramétres entre les valeurs
données dans le tableau 4.4 et on réalise le calcul pour toutes les combinaisons possibles, soit ici 900 calculs.

Parameétre P, [m] P, [m] R [m] T ['C]
Valeur minimale 0,02 0,02 0,002 20
Valeur maximale 0,08 0,08 0,010 100

Nombre de valeurs 10 10 3 3

TAB. 4.4 — Valeurs minimales et maximales des parameétres étudiés

Reésultats Les figures 4.12 & 4.13 présentent les surfaces obtenues pour les 4 objectifs en fonction des para-
meétres P, et Py, les parameétres R et T, étant fixés aux valeurs médianes. Les surfaces obtenues pour les autres
valeurs des paramétres R et T, présentent la méme forme générale (voir annexe F).

On remarque tout d’abord que les fonctions que ’on cherche & optimiser ne sont pas linéaires, méme si dans
certaines cas les variations de la pente sur le domaine des solutions est faible. Il est surtout intéressant de noter
que pour ce cas test, les surfaces obtenues présentent un unique minimum global dans les plans P, P,. On
pourra vérifier sur les figures en annexe que cet optimum reste le méme pour les autres valeurs de R et Ti,.

Cet exemple ne garantit absolument pas que 'on aura toujours a faire a des fonctions présentant les mémes

propriétés (en particulier lorsque 'on augmentera le nombre de canaux et de parameétres). On peut toutefois
supposer que les surfaces resteront simples, méme si elles présentent des optimums locaux.
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P, m] 0.02 0.08

P, m]
Fia. 4.11 — Surface décrite par la température F1a. 4.12 — Surface décrite par la différence maximale
moyenne en fonction des parameétres P, et P, de température en fonction des paramétres P, et P,

40+

35

—
© 304

25

0.08

Py m] ' 0.02 0.08 P[]
F1G. 4.13 — Surface décrite par I'écart a la tempéra- F1G. 4.14 — Surface décrite par I’écart a la tempéra-
ture objectif en fonction des paramétres P, et P, ture moyenne en fonction des paramétres P, et P,

Le choix d’une méthode d’optimisation classique semble donc étre le plus judicieux pour une raison d’efficacité
(limitation du nombre de calculs). Il faut en revanche garder a I’esprit qu’en cas d’existence de minimums locaux,
la méthode ne sera pas totalement fiable. On pourra toujours répéter 'optimisation a partir de plusieurs points
initiaux pour améliorer la fiabilité.

Meéthode d’optimisation retenue Etant donné le relief des fonctions a optimiser, une méthode d’optimi-
sation par programmation mathématique a été retenue. Pour une optimisation continue sous contraintes, les
méthodes du second ordre présentent la meilleure convergence prés d’un optimum méme si seule 'obtention
d’un optimum local est garantie.

La fonction fmincon du module optimisation de Matlab® a donc été utilisée. Cette fonction utilise un algo-
rithme SQP (programmation quadratique séquentielle) dont le détail est exposé ci-dessous.

4.6.2 Algorithme SQP de Matlab®

Cette méthode est basée sur I’algorithme de Newton/Wilson présenté en annexe (paragraphe E.1.2.3). Cette
méthode itérative (figure 4.15) se décompose comme suit :

1. calcul de la fonction et du gradient au point actuel,
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}

Calcul de I'objectif
et des contraintes
au point Pk

Calcul des gradients
de Vobjectif
et des contraintes
au point Pk

v

Reésolution du
sous-probléme

quadratique

Minimisation
unidimensionnelle

ritéres d’ar
vérifiés 7

Te

D

Mise a jour de
la matrice Hessienne

(BFGS)

k=k+1

Fia. 4.15 — Algorithme de la méthode SQP
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2. calcul de la direction d’avancée :
— approximation au point actuel par un probléme quadratique,
— résolution du probléme quadratique

3. calcul du pas qui permet une diminution suffisante d’une fonction de mérite quantifiant ’objectif et les
contraintes (étape de minimisation unidimensionnelle),

4. calcul du point suivant et approximation de la matrice Hessienne pour l'itération suivante.

4.6.2.1 Approximation quadratique du probléme

La méthode d’optimisation repose sur le fait qu’une fois que 'on connait les gradients de ’objectif et des
contraintes au point en cours (a I'itération k), un probléme non linéaire peut s’approcher au point P* par un
probléme quadratique a contraintes linéaires (4.29).

. 1
P ; _ LTk T (pk
min (P) min q(d) avec q(d) 2d Hd+ VO (PY)d
gi(P) <0 del={1,2,--- ,mg} = Vg(P*)d+g(P*) <0 (4.29)

La résolution de ce sous probléme quadratique permet d’obtenir une direction d’avancée d¥ pour passer a
I'itération suivante.

HF¥ est la matrice Hessienne de la fonction Lagrangienne £(P, ) a litération k :

L(P, k) =D(P)+ Y rigi(P)+ Y k;hi(P) (4.30)
i€l jeJ
H(P, k) = VHL(P, k) = V’B(P) + Y kiV?gi(P) + Y _ £;Vh;(P) (4.31)
el JjeJ

L’algorithme utilisé par Matlab® utilise une méthode quasi-newtonienne pour ne pas avoir a calculer ex-
plicitement les dérivées secondes nécessaires a l'assemblage de la matrice H. On utilise par défaut la formule
de mise a jour BFGS (voir paragraphe E.1.1.3), modifiée si nécessaire pour maintenir les matrices successives
deéfinies positives ([162]).

4.6.2.2 Reésolution du sous-probléme quadratique

Le sous-probléme quadratique a contraintes linéaires que 1’on cherche a résoudre & chaque itération k est de
la forme :

- _ Lo T (pk
min q(d) avec ¢q(d) = 2d HYd+ V- (P¥)d
Acgd = beg

Ad <b

(4.32)

Résolution d’un probléme quadratique & contraintes inégalités Les problémes quadratiques a con-
traintes inégalités sont résolus itérativement en les transformant & chaque itération en un probléme a contraintes
égalités uniquement. Pour cela, on doit déterminer a chaque itération ’ensemble des contraintes actives. Ce type
de méthodes est connu sous appellation méthode par activation de contraintes (active set method), qu'on ap-
pelle aussi méthode par projection.

A chaque itération kpq de la résolution du probléme quadratique, on désigne par A4 I’ensemble des contraintes

saturées (contraintes égalités et contraintes inégalités pour lesquelles I'égalité est vérifice). A partir du point
dkPe  on cherche dkret! = gkre 4 gFreghre ayec :
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min ¢(9)
ATs=0 ic A
— a®Pe le pas maximal qui permet de ne pas enfreindre une contrainte qui n’est pas encore active :
b; — AT dFre
kpg _ it 1 .U i
@ =min | 1, min ———~+——
( igA  ATokra

A chaque itération kpg, on s’est alors ramené a la résolution d’un probléme quadratique avec uniquement des
contraintes égalités.

— §Fre la direction solution du probléme quadratique & contraintes égalités : {

Résolution d’un probléme quadratique a contraintes égalités

min ¢(d) avec q(d) = ;dTHd +voT(PF)d

deRn (4.33)

ATd = b (on note m le nombre de contraintes)

La méthode de résolution des problémes quadratiques & contraintes égalités consiste a trouver deux matrices
ATy =1
Y et Z de tailles respectives (nxm) et (nx(n—m))) telles que la matrice [ : Z] soit non singuliére et { ATz 0

La méthode de résolution des problémes quadratiques de Matlab® utilise une décomposition QR de A pour
déterminer les matrices ) et Z (le détail du calcul peut étre trouvé dans les références [147] et [162]).

d = Vb est alors solution de ATd = b. L’ensemble des solutions peut s’écrire d = Yb + § ou § est tel que

AT§ = 0. Z ayant des colonnes linéairement indépendantes, celles-ci constituent des vecteurs de base pour § qui

peut alors se décomposer en § = Zy = > """ z;y; ol y; sont les composantes dans les directions z;. Un point d

solution s’écrit alors : d = Vb + Zy.
La fonction ¢(d) peut désormais s’écrire sous la forme d’une fonction de y :
Lo k 1 k T
U(y) = 5Y ZYHZy + (VO(P") + HYb) Zy + Q(V(ID(P )+ HYb)' Vb (4.34)

Si la matrice ZTHZ est définie positive, le minimum y* de la fonction W(y) est unique et est obtenu pour
VU (y) =0 soit :
(ZTHZ)y = —ZT(VO(P*) + HYb) (4.35)

La résolution de ce systéme linéaire permet d’obtenir y* et donc d* = Yb+ Zy* solution du probléme quadratique.

4.6.2.3 Optimisation unidimensionnelle

La résolution du sous-probléme quadratique a permis d’obtenir une direction d’avancée d*. Il reste alors a
déterminer le pas selon cette direction o pour trouver le point suivant Pt = P+ 4 oFdk.

La longueur du pas est déterminée par minimisation unidimensionnelle de la fonction ®(P) dans la direction
d*. La fonction utilisée (équation (4.36)) permet de prendre en compte & la fois 'objectif et les contraintes
grace aux parameétres k; définis par I’équation (4.37). Cette fonction est connue sous le nom de fonction exacte
pénalisée [ [147, 162].

O(P) =@(P)+ Y _Fihi(P)+ Y Fimax(0,gi(P)) (4.36)
=1 =1
Ri = P = max <n %(Rf + ni)) i=1,---,m (4.37)

Le pas o est donc divisé par 2 jusqu’a ce quune diminution suffisante de la fonction soit obtenue.
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Critéres d’arrét Les critéres d’arrét sont controlés par I'intermédiaire de trois paramétres ec, e et ep (K 1).
L’optimisation est arrétée si les conditions de Kuhn-Tucker (équation 4.38) sont vérifiées a la fin d’une itération.

max <vq>(7?) + Z #iVgi(P), fwgi(P)> <¢s (4.38)

max (g;(P)) < ec

Si les contraintes sont vérifiées et que 'une des deux autres conditions suivantes est également vérifiée, on
considére que 'algorithme ne peut plus produire de meilleure solution et que ’on peut arréter les itérations.

{ (9:i(P)) <ec

4.39
[P — P < 2ep ou ||[VE(P) (P! — P")|| < 2¢0 (4.39)

On peut enfin définir un nombre maximal d’itérations kp.x et un nombre maximal d’appels au calcul de la
fonction k2, tels que l'optimisation est arrétée si k > kpax ou k% > k2

max-*

4.6.3 Propriétés de cet algorithme

Plusieurs propriétés rendent la méthode SQP avantageuse [149] :

— les points successifs (y compris le point initial) ne sont pas forcément solutions (ce qui est utile si 'on a
du mal & trouver un point initial respectant toutes les contraintes),

— la résolution repose sur la résolution de problémes quadratiques a ’aide de procédures simples et bien
connues (ils se raménent eux mémes a la résolution de systémes linéaires).

L’algorithme de Matlab® permet Dutilisation de gradients fournis par l'utilisateur ou utilise les différences
finies pour les estimer. Par contre, il n’est pas possible de fournir les dérivées secondes directement pour le
calcul de la matrice Hessienne. En utilisant 1’algorithme BFGS, la convergence est donc superlinéaire (au lieu de
quadratique lorsque la matrice est exacte). La convergence (éventuellement vers un optimum local) est assurée
par le maintien des matrices Hessiennes successives définies positives. La convergence globale est améliorée
également par le choix de la fonction exacte pénalisée I3 pour l'optimisation unidimensionnelle {149, 162].

4.7 Choix et implantation des méthodes d’analyse de la sensibilité

La méthode de calcul par différences finies est la méthode la plus simple & implanter puisqu’elle n’utilise
que des résolutions directes du probléme thermique. Quel que soit le nombre de fonctions a dériver (objectif et
contraintes), I’équation de la chaleur doit étre résolue p fois pour p parameétres d’optimisation.

Pour un probléme & p paramétres pour lequel on souhaite obtenir la dérivée de f fonctions (objectif et
contraintes non linéaires), la méthode par différentiation nécessite la résolution de p systémes alors que la mé-
thode de l’état adjoint nécessite la résolution de f systémes (ces systémes sont de la taille du probléme direct).
On peut donc s’attendre a ce que la méthode de I'état adjoint soit plus efficace lorsque le nombre de paramétres
augmente.

Dans les deux cas, il est nécessaire d’assembler les matrices dérivées %—G et %—H. Ces matrices étant pleines et
non symétriques, I’assemblage des matrices est de loin I’étape la plus longue du calcul quelle que soit la méthode
de calcul (sauf pour un nombre trés grand de paramétres bien siir).

Cette conclusion n’est pas la méme dans le cas d’un calcul par éléments finis pour lequel 1'assemblage des

matrices est plus rapide et la méthode de I’état adjoint devient rapidement plus efficace que la méthode par
différentiation lorsque le nombre de paramétres augmente.
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La méthode de calcul par différences finies a été utilisée dans ce travail pour le calcul des dérivées des
fonctions non analytiquement dérivables. La méthode par différentiation, plus facile a mettre en ceuvre que la
méthode de I’état adjoint, a été implantée pour le calcul des dérivées des fonctions dérivables. Les détails de
cette implantation sont exposés dans le paragraphe suivant.

4.7.1 Calcul par différences finies

Le calcul par différences finies des dérivées de I'objectif et des contraintes non linéaires est géré par le sous-
programme d’optimisation fmincon. Le schéma utilisé est décentré & droite.

Les options d’optimisation obligent & choisir le méme pas de perturbation alors que tous les paramétres
n’ont pas forcement le méme ordre de grandeur. Il faut donc étre prudent lors du choix du systéme d’unité du
probléme pour obtenir une bonne précision du calcul pour tous les paramétres avec la méme perturbation.

4.7.2 Implantation de la méthode par différentiation
4.7.2.1 Dérivées des fonctions objectif

Le calcul des dérivées de la fonction objectif est possible lorsque celle-ci s’écrit sous la forme d’une fonction
continue et dérivable des températures et des flux. Ce calcul est donc possible pour les objectifs stationnaires
mais pas pour les objectifs transitoires, puisque le temps de refroidissement ne s’exprime pas comme une fonction
dérivable de la température.

Dans un premier temps, on doit exprimer les dérivées de la fonction objectif % en fonction des dérivées de

la température %—Z et du gradient de température g—g qui seront solutions de I'analyse de sensibilité.

Température moyenne a la surface de la cavité du moule Cette fonction objectif est définie a la
surface de la cavité, qui a priori n’est pas une surface variable avec les paramétres. Dans ce cas, la dérivée de la
température moyenne s’écrit simplement :

0 OTwoy  Jro 35 AT (4.40)
8p 3]7 Fcav '

Si ’on souhaite utiliser cet objectif sur une surface qui est fonction des parametres, il faut prendre en compte
les variations de cette frontiére. Le calcul de la dérivée est réalisé en passant par la forme discrétisée de ’objectif.
Par exemple pour des éléments constants, I'objectif s’écrit :

N,
1 e
® =Ty = ——— <§ TiLi> (4.41)

Ne
Zi:l L i=1

Les longueurs d’éléments L; sont fonctions des parameétres, la dérivée de 1'objectif s’écrit donc :
N, N, N, N N,
0P 1 < [ OT; S 0L . - S 0L,
= —L; T; L; — T,L; 4.42

9p N, 2\«
Po(Eh) N
Ecart a4 une température objectif et a4 la température moyenne Les mémes remarques s’appliquent
pour le calcul des fonctions objectif o1 et 02. Les expressions des dérivées de ces objectifs sont en annexe G.
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4.7.2.2 Dérivées des coordonnées du maillage et des conditions limites

Les paramétres peuvent étre de deux types : géométriques (description des frontiéres) ou procédé (conditions
limites). Dans le cas de parameétres géométriques, les dérivées des coordonnées des nceuds du maillage de la
frontiére peuvent étre obtenues en utilisant les fonctions canoniques. Par exemple, le maillage d’un cercle de
rayon R, de centre (P, P,) est effectué a I'aide de nceuds de coordonnées :

x =P, + Rcosf et y= P, + Rsinf (4.43)

ot # prend des valeurs discrétes dans l'intervalle [0, 27]. L’influence du rayon d’un cercle sur la position des
nceuds répartis sur la périphérie est alors :

i or

— =cosf et — =sind 4.44

OR OR ( )
Toutefois, le calcul par différences finies des dérivées des coordonnées du maillage a donné une trés bonne

précision et cette méthode, plus simple a mettre en place, a donc été retenue.

Les paramétres procédés n’ont pas d’influence sur les coordonnées du maillage, mais interviennent unique-
ment sur les dérivées des conditions aux limites. Les dérivées des conditions aux limites en température imposée
et en flux imposé ne sont non nulles que si le paramétre est effectivement la valeur de la condition limite.

oT 9Ty 1sip="T,
VM eTl'r, T=T, donc a_p = a—p = { 0 sinon (445)
_ 9 _9q0 _ [ lsip=qo
VM € F¢, q = qo donc a_p = a_p = 0 sinon (446)

Dans le cas de la convection, le coefficient d’échange h dépend de la géométrie (par l'intermédiaire du
rayon des canaux) et éventuellement de la température. On considére que la conductivité A est constante (elle
n’intervient pas en tant que paramétre).

—h dg _0q0  T-Tx0h hOT  holxs
MeT = (T -Tw Gr_Yh LTt DO 2> 44
VM ETh, 4 A ( ) donc dp  Op A 8p A Op - A Op (4.47)

Pour des raisons de facilité de mise en ceuvre, le calcul des dérivées des conditions aux limites est aussi
effectué par différences finies et a montré une trés bonne précision.

A partir des dérivées des coordonnées du maillage et des conditions aux limites, I'objectif du calcul suivant
est d’obtenir les dérivées de la température et du flux, dans un premier temps sur les frontiéres puis a 'intérieur
du domaine. On se place dans le cas le plus simple : probléme stationnaire, discrétisation par éléments constants,
le principe étant le méme pour les autres configurations.

4.7.2.3 Frontiéres du domaine

Pour un point 7 sur la frontiére du domaine, la résolution par la méthode des éléments frontiéres donne
I’équation suivante :

Ne Ne
Jj=1 Jj=1

En dérivant par rapport au paramétre p, on obtient :

Ne

H; GGZ 0
JT +Z ” ap Z iq ZG” aqf (4.49)

Jj=1 j=1
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Pour tous les points ¢ de la frontiére, on obtient le systéme d’équations suivant :

nfe)+ (2] or-1e {25 [

T, q, G et H sont obtenus lors de la résolution par la méthode des éléments frontiéres. Lorsque les intégrations
sont réalisées par une méthode de Gauss, les termes des matrices G et H (qui ne dépendent que de la géométrie)
s’écrivent & partir des coordonnées du maillage par 'intermédiaire de L, r et d et de leurs dérivées selon les
équations (4.51) et (4.52). Les définitions des distances d et r sont rappelées sur la figure 4.16.

11 L, [* 1 L; & 1
Gi-:/ — In=dlr = In—dé¢ = =2 wp In —— 4.51
J r,2m T am | r(€) 47r];1 * (&) (451)
d L (Y d L; 3G dwy
Hij = cidij dl' = ¢;6;5 + —2 d 30 4.52
eyt [ it =ady 3t [ e et 23 e o
7
M
_ T
9] d T N
\
\
\
\
P

F1G. 4.16 — Définition des distances r et d

Les dérivées des matrices G et H s’expriment donc simplement a partir des dérivées des coordonnées des
neeuds selon les équations (4.53) et (4.54). Le calcul de ces expressions est détaillé en annexe H.

aGi] 1 8LJ wk 87"
1n 4.53
= (S e ) o

k

0H;;  0c¢; 1 |0L; Je dwy, od or (&)
_ . E - -2 4.54
o o’ lap 2 (apr“’“) o o

Les termes conduisant & une mtégrale singuliére (lorsque le point de collocation appartient a I’élément), sont
calculés par dérivation des expressions analytiques des termes diagonaux de G et H.

En introduisant les conditions aux limites dlfferentiées dans le systeme (4.50), la résolution permet d’obtenir
les dérivées de la température et du flux 8T et q inconnues sur les frontiéres (résolution semblable a la méthode
directe par éléments frontiéres).

Il faut noter d’autre part que la prise en compte des conditions de contact n’entraine pas de modifications
supplémentaires des matrices. En effet, les conditions de continuité différentiées s’écrivent :

{ BTgl - 6Tz}2 _ 7,}3)\1 6(]):1

op op

A 8q21 = A2 aqu (4.55)

120



Apres prise en compte de ces conditions comme indiqué dans le paragraphe 3.3.2, le systéme s’écrit :

oTy

o2P OH >

ho] OH =
H, Hy, —Gx, 0 o n S o 0 0 Ts, | _

1 =

0 Hyp, 5Gs,—MRHs, H ez, o (2= oM, Ts,

879 Ip op

Ty T

Op

op dp qs
0 o L= 2G as, [ 459

909Gy 9Gx, 0 0 ] @
op op
q2

9q1
Gy 0 p
{0 GH— '

On constate que les seules matrices modifiées sont les matrices G et H et elles sont calculées pour le calcul
direct. Les dérivées %—IZ et % ne sont pas modifiées par I'introduction des relations de continuité.

4.7.2.4 Intérieur du domaine

Pour un point 7 a l'intérieur du domaine, la température est calculée a partir des solutions sur la frontiére :

Ne N,
T, = Gig— Y HyT; (4.57)
j=1 j=1

La dérivée de la température par rapport & un paramétre p s’écrit alors simplement :

8Ti - aGij ] % _ aHij
dp  Op 4 7 op Op

T
T, — H o1,

iy (4.58)

.\ ) . . . Ty dg;
Comme pour le calcul sur la frontiére, T}, g;, Gij, H;; sont calculés lors de la résolution directe. a5 €t L

op

) e s .\ R G OH,; .

sont calculés lors de I'analyse de sensibilité sur les frontiéres. Il reste donc a calculer o, et =5+ pour obtenir
oT;

5 Ces calculs sont effectués de la méme maniére que sur la frontiére du domaine (équations (4.53) et (4.54)).
Le calcul des dérivées des gradients de température aux points internes s’effectue selon le méme principe.

4.7.3 Comparaisons des calculs de dérivées par différences finies et par différen-
tiation

4.7.3.1 Géomeétrie du test

On considére une plaque carrée de coté L percée d'un canal elliptique centré en (P, P,) de rayons (R, R2)
et incliné d’un angle a avec 'axe x (voir figure 4.17 et tableau 4.5). La face inférieure de la plaque est soumise
a une densité de flux ¢, la face supérieure est maintenue a une température Ty et les deux cotés sont isolés.

La surface du canal est soumise a la convection avec un fluide & température T, avec un coefficient d’échange
h(R1, R2).

Paramétre L P, P, Ry Ry «
Valeur 0,1m | 0,045m | 0,055m | 0,02m | 0,01m

®o Ty T
10*W.m—2.K~! | 50°C | 20°C

Q

SN

TAB. 4.5 — Dimensions et conditions aux limites

Le coeflicient d’échange est calculé en fonction du rayon hydraulique équivalent R = v/ R1 Ry et des propriétés
du fluide (par exemple de I'eau dont les propriétés sont rappelées dans le tableau 4.6) circulant dans le canal. La

121



Py
e = = .
T
I, { \O‘C
AN S
$»=0 =0
¢=h(T-Tx)
P Détail du canal
y
Iy

F1G. 4.17 — Géométrie de test pour le calcul de sensibilité

corrélation utilisée pour le calcul du nombre de Nusselt est la relation de Colburn présentée dans le paragraphe
1.4.2.3:

A .
h(Ry, Ry) = 0,023 —=—=Re>8 Pr3

NV (4.59)

e s Capacité
Dé‘t;it l?F COHd;\l;thlte volul\r/rll?zsfe e Viscosité np calorifique
[m?.s74] 1 o1 _3 [Pa.s] massique Cpp
[Wom K] [kg.m~7] [J.kg L.K-]
10°-7° 0,63 996 8107 4180

TAB. 4.6 — Propriétés du réfrigérant pour le cas test

Les sensibilités de la température par rapport & la géométrie (P, Py, Ri, R et a¢) et aux conditions aux
limites (¢, Ty, Two) sont calculées par différences finies et par différentiation. Plusieurs pas de perturbation
sont testés pour le calcul par différences finies afin d’évaluer I'influence de celui-ci. Les sensibilités des fonctions
objectifs (Tinoy, 01 €t 02) sont également calculées sur la frontiére inférieure I'y et sur la frontiére du canal I'y
(frontiere fonction des parameétres géométriques).

4.7.3.2 Sensibilité des températures sur la frontiére et a ’intérieur du domaine

Les figures de 'annexe I permettent de comparer les sensibilités obtenues sur tout le domaine avec les deux
méthodes. Les erreurs maximales de la sensibilité sur la frontiére en fonction du pas utilisé pour le calcul par
différences finies sont représentées en annexe J sur les figures J.1 a J.8. Selon les paramétres, l'ordre de grandeur
des pas donnant les plus faibles erreurs sont variables.

Les erreurs relatives entre les deux calculs (avec les pas donnant la meilleure précision) sont résumées dans
le tableau 4.7. On constate dans I'ensemble un trés bon accord entre les valeurs obtenues par différences finies
et par différentiation. L’erreur est plus importante pour le paramétre a car la sensibilité est nulle en certains
points du domaine, ce qui entraine une erreur relative élevée.
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Paramétre Pas Erreur sur la Erreur aux points
frontiére [%] internes [%]
P, 10~ ®m 2,26.10704 2,18.107 93
P, 10~ 3m 5,08.10704 1,04.10793
R 10~%m 1,23.10793 1,87.107%
R, 10~%m 5,08.1093 2,21.107%
ac 108 2,34.10791 1,14.10701
bo 1W.m~2 7,93.107% 7,94.107%°
To 10~2C 7,93.1079° 7,93.10~%
Too 10->C 1,33.107%4 1,33.107 %4

TAB. 4.7 — Erreur maximale de sensibilité de la température par rapport aux parameétres

4.7.3.3 Sensibilité des fonctions objectif

Les erreurs entre les calculs de sensibilité des fonctions objectifs entre les deux méthodes de calcul sont
reportées dans les tableaux 4.8 & 4.10. Dans tous les cas, Uerreur relative est inférieure a 1072%, que le calcul
de T'objectif soit réalisé sur une frontiére fixe (I'y) ou sur une frontiére qui est fonction des parameétres (I'z).

Paramétre Pas Erreur sur la Erreur sur la
frontiére I'; [%] frontiére 'y [%]
P, 10~3m 1,66.1079° 4,70.1079°
P, 10~%m 6,17.1079° 4,41.1079
Ry 10~ %m 8,17.10~% 8,51.10~%
Ry 10~ %m 1,00.107%4 5,91.107%°
ac 1078 —6,83.107%* 2,60.10793
o0 1W.m? 7,93.10~% 7,93.107%°
Ty 10-2°C 7,93.10~% 7,93.107%°
Two 10~2°C 1,33.107% 1,33.107%

TAB. 4.8 — Erreur de la sensibilité de la température moyenne (7},,,,) par rapport aux paramétres

Paramétre Pas Erreur sur la Erreur sur la
frontiére I'; [%] frontiére 'y [%]
P, 10~3m 1,32.1079 5,56.1070°
P, 10~3m 6,18.1079° 4,57.1070°
R 10~%m 8,12.107% 8,44.1079°
R, 10~%m 9,99.10~% 5,78.10~%
ac 1078 —8,58.107%* 3,21.10793
bo 1W.m~2 7,93.107% 7,93.10°%
To 10->C 7,93.107% 7,93.10°%
Too 10->°C 1,33.107% 1,33.107%4

TAB. 4.9 — Erreur de la sensibilité de I'écart a la température objectif (o1) par rapport aux paramétres
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Paramétre Pas Erreur sur la Erreur sur la
frontiére I'; [%)] frontiére I's [%)]
P, 10~%m —6,08.1070° —4,49.10705
P, 10~ ®m 8,67.10~% —1,07.107 %%
R, 10~%m —1,30.107%4 —1,16.10793
R, 10~%m 1,01.10792 —2,99.107%4
ac 10°8 —5,92.107%* 2,26.107%
bo 1W.m~2 7,93.107% 7,93.10~%
To 1072 7,93.1079° 7,93.10~%
Too 1072 1,33.107%4 1,33.107 %4

TAB. 4.10 — Erreur de la sensibilité de I'écart a la température moyenne (o2) par rapport aux paramétres

4.7.3.4 Temps de calcul pour un seul calcul de dérivées

L’évolution des temps de calcul de I’analyse de sensibilité par les deux méthodes pour les 8 paramétres est
représentée sur la figure 4.18.

90 T T T T S 55 . .
-6~ Assemblage différences finies K —-o— Assemblage
80| @ Assemblage différentiation € 5r —&— Total 1
—— Total différences finies \g
70| —4— Total différentiation £ 4.5 1
@
4l
7 0f =
— 35
Z 50} e
O a
0 5 3
2 40+ o
£ O L
(5] 25
= [%2]
301 g—
g 7
20t 8 15}
€
101 g 1 _
- g
0 . . . . . & os . . . . . .
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 200 400 600 800 1000 1200 1400

F1G. 4.18 — Evolution des durées d’assemblage et de

Nombre d'éléments

calcul en fonction du nombre d’éléments

Le calcul des termes des matrices dérivées

9G

Jop

Nombre d’éléments

F1G. 4.19 — Evolution des rapports des durées d’as-

semblage et de calcul en fonction du nombre d’élé-

ments

et %—;f est plus complexe que le calcul des matrices G et H.

L’assemblage des p matrices dérivées est donc logiquement plus long que p assemblages des matrices simples.
Toutefois, lors du calcul des matrices dérivées, il est possible d’utiliser certains résultats partiels du calcul des
matrices originales, ce qui peut expliquer un temps d’assemblage plus court pour des maillages & peu d’éléments
(moins de 800 éléments comme on peut le voir sur la figure 4.19).

4.7.3.5 Temps de calcul pour une optimisation compléte
On suppose que 'optimisation comporte K itérations comportant chacune ny itérations de recherche unidi-

mensionnelle.

Si 'analyse de sensibilité est effectuée par différences finies, a chaque itération k, il faut réaliser :
— p calculs de la fonction objectif pour déterminer la valeur des dérivées de 'objectif et donc la direction de
progression (la valeur de la fonction objectif est déja connue a la fin de 'optimisation unidimensionnelle
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de l'itération précédente),
— nk calculs de la fonction pour déterminer le pas lors de I'étape d’optimisation unidimensionnelle (sauf
pour la derniére itération).
En ajoutant le calcul de la fonction objectif au point initial, on obtient donc un total de Kp + 1 + ZkK:_ll n
calculs par éléments frontiéres.

Si 'analyse de sensibilité est effectuée par différentiation directe, on doit réaliser a chaque itération k :
— un calcul pour déterminer la valeur de la fonction objectif et de ses dérivées, mais ce calcul comprend
I’assemblage et la résolution de p 4+ 1 systémes linéaires,
— ny, calculs de la fonction pour déterminer le pas (ce calcul ne comprend I’assemblage et la résolution que
d’un seul systéme et n’est pas effectué a la derniére itération).
Au total, on obtient donc K + Zsz_ll ny, appels a la fonction de calcul par éléments frontiéres mais K(p + 1) +

K-1 ) . X
> k1 mk assemblages et résolutions de systémes.

—©- 500 Eléments
—*— 625 Eléments | |
—&- 750 Eléments

—o— 875 Eléments

Rapport des durées d’optimisation
Différences finies/Différentiation

0.8}

0.7 : : : :
2 4 6 8 10
Nombre d'itérations
F1G. 4.20 — Evolution du rapport du temps d’optimisation en fonction du nombre d’itérations et du nombre
d’éléments

La figure 4.20 représente le rapport des durées d’optimisation (en supposant que les deux méthodes d’analyse
de sensibilité conduisent au méme nombre d’itérations) calculé d’aprés les formules précédentes et les résultats
en durée obtenus pour une dérivation par rapport aux 8 parameétres dans le paragraphe 4.7.3.4. Compte tenu
des remarques précédentes sur le nombre de calculs par itérations, la méthode par différentiation est plus rapide
si le nombre d’éléments est inférieur & environ 625 mais sera désavantageuse pour les gros maillages et une
optimisation avec peu d’itérations.

Conclusion
La procédure d’optimisation du refroidissement des moules d’injection a été présentée dans ce chapitre. Elle
repose sur un couplage de la méthode de calcul par éléments frontiéres (présentée dans le chapitre 3) avec une

méthode d’optimisation de type Newton (méthode SQP disponible dans le module d’optimisation de Matlab®).

La mise en place de la procédure nécessite le choix des objectifs, en relation ici avec 'uniformité de tempé-
rature et le temps de refroidissement. Les fonctions a optimiser ont donc été détaillées en fonction du modéle
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de calcul utilisé. Les paramétres retenus sont des paramétres de description de la géométrie des canaux et des
parameétres propres a la régulation (comme la température du fluide de refroidissement). La prise en compte de
contraintes sur ces paramétres s’avére nécessaire pour ’obtention de résultats réalistes et utilisables.

Enfin, les deux méthodes d’analyse de la sensibilité (par différences finies et différentiation) ont été présen-
tées. Le calcul par différentiation a été implanté et validé par comparaison des résultats avec les calculs par
différences finies. Les résultats montrent une trés bonne concordance des résultats mais I'implantation du calcul
par différentiation conduit & des temps de calcul plus longs pour des maillages ayant un grand nombre d’élé-
ments. La méthode par différentiation sera donc uniquement utilisée lorsque le maillage comporte peu d’éléments
et que la fonction objectif est dérivable.
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Chapitre 5

Applications et validations expérimentales

L’objectif de ce chapitre est de présenter des applications de la procédure d’optimisation décrite dans le
chapitre précédent. Deux exemples seront présentés : un en régime stationnaire et I'autre en régime transitoire.
Ces exemples permettront d’étudier 'influence des points initiaux, de I'objectif, des contraintes et du modéle
de calcul sur les résultats d’optimisation.

Enfin, des comparaisons des résultats de simulation et d’optimisation seront validés par comparaison a des
mesures expérimentales réalisées avec des moules instrumentés.

5.1 Exemple d’application de 'optimisation avec un modéle station-
naire

On se propose de valider notre procédure d’optimisation en comparant les résultats obtenus avec un exemple
tiré de la bibliographie. Matsumoto et al. [76] proposent d’étudier le placement et le dimensionnement de
4 canaux dans le moule représenté sur la figure 5.1 en utilisant une méthode de Newton (sans traiter de
contraintes).

5.1.1 Modéle

Un modéle stationnaire est utilisé pour réaliser 'optimisation. Le modéle utilisé par Matsumoto est légeére-
ment modifié par rapport a celui proposé dans le chapitre 2. Les conditions limites sont en effet les suivantes :
— convection & la surface de la cavité (h=260W.m2.K~! et T, = 96°C);
— convection 4 la surface des canaux de refroidissement avec un coefficient d’échange constant (h=290W.m~2.K~1
et Too = 45°C);
— convection sur la surface extérieure du moule (h = 15W.m 2K~ et T,,,=25°C).

La conductivité du moule n’est pas indiquée mais pour une valeur de 45W.m~ 1. K1, les résultats obtenus
sont semblables & ceux proposés (voir au paragraphe 5.1.3).

5.1.2 Paramétres de 'optimisation

On cherche a minimiser I’écart des températures a la surface de la cavité moulante & une température objectif
Top; = 60°C. Cette fonction définie dans le chapitre précédent s’écrit :
~ Jp,, IT = T dU

@:O'l FM

(5.1)

La symeétrie du probléme permet de limiter le nombre de paramétres a 6 (voir figure 5.2) :
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F1G. 5.1 — Géométrie du cas test [m] F1G. 5.2 — Définition des paramétres d’optimisation

— Py et Py définissent la position des canaux supérieurs,
Ry définit le rayon des canaux supérieurs,
— Ppo et Py définissent la position des canaux inférieurs,
— Ry définit le rayon des canaux inférieurs.

On impose les contraintes suivantes pour forcer les canaux a rester dans le moule. Les contraintes utilisées sont
linéaires continues mais ne permettent pas de décrire 'ensemble du moule. § = 5mm est le jeu minimal autorisé
entre deux frontiéres (par exemple entre un canal et la cavité). Les rayons sont bornés entre R,,;, = 3mm et
Rpar = 10mm. L’ensemble des solutions ainsi défini est représenté schématiquement sur la figure 5.3.

g1 =—Py1+R1+0,088+9
g2 = J,1+R1_0)135+6
g3 =Py + Ry — 0,315+ 6

ga=—PFPy1 + R +0,082+0
gs = — x2+R2+6
s = Ppo+ Ry — 0,135+ 0
gi <0 avec g6 > 2 (5.2)
gr=—Pyp+Ry+0

g8 = Py + R2 — 0,08 + 0
go = —R1 + Riin

g10 = —Rao + Riin

g11 = B1 — Rpaa

g12 = Ro — Riax

Etant donné que les valeurs de parameétres proposées par Matsumoto et al. (tableau 5.1) vérifient ces
contraintes linéaires, nous réaliserons dans un premier temps une comparaison avec cette configuration. D’autres
contraintes, moins restrictives seront testées dans le paragraphe 5.1.6.
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F1a. 5.3 — Zones solutions (hachurées) pour chacun des canaux de refroidissement

Paramétre P m] | Py [m] | Ry [m|] | Pueo[m] | Py [m] | R [m]
Valeur initiale | 0,11 0,13 4.1073 0,06 0,04 4.1073
Valeur finale 0,115 0,008 [ 10.1073 | 0,11 0,035 | 10.10°3

TAB. 5.1 — Valeurs initiales et finales des parameétres proposées par Matsumoto [76]

5.1.3 Comparaison des résultats de simulation dans les configurations initiales et
finales

Dans un premier temps, on se contente de comparer les profils de température & la surface de la cavité pour
les mémes géométries que celles obtenues par Matsumoto avec la méthode des éléments frontiéres, afin de valider
notre calcul.

Les calculs pour la géométrie initiale et la géométrie finale sont réalisés pour différents maillages (voir tableau
5.2). La figure 5.4 permet de comparer les températures données par Matsumoto et les résultats de la simulation
pour les géométries initiales et finales. L’abscisse curviligne s est définie sur la figure 5.5. Méme avec le maillage
le plus grossier utilisé (maillage 11), on a une bonne concordance des résultats, avec un écart moyen de tempé-
rature de 0,4°C pour les deux géométries. Les erreurs les plus importantes sont situées dans les coins de la cavité.

Le tableau 5.2 permet de comparer les valeurs de la fonction objectif pour les deux géométries en fonction
du maillage. Les figures 5.6 et 5.7 représentent 1’évolution de la valeur de I'objectif en fonction du nombre
d’éléments. On constate qu’a partir d'un certain nombre d’éléments (830 pour les éléments constants et 548
pour les éléments linéaires), la valeur des objectifs se stabilise. La différence entre le maillage le plus fin (maillage
2) et le plus grossier (maillage 11) est de 3% environ. Le calcul avec les éléments constants étant plus rapide
qu’avec les éléments linéaires, le maillage 5 (830 éléments constants) semble le mieux adapté. Il faut donc vérifier
que le maillage n’a pas trop d’influence sur les parameétres optimisés et que ’on retrouve des résultats proches
de ceux proposés par Matsumoto.
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Fi1g. 5.4 — Comparaison des températures pour le Fi1G. 5.5 — Définition de ’abscisse curviligne s le long
maillage 11 de la cavité [m]
Maillage Type Nombre Fonction objectif | Fonction objectif
& d’éléments d’éléments initiale calculée finale calculée
1 Constants 1580 7,9766 6,0304
2 Linéaires 1580 7,9715 6,0268
3 Constants 1208 7,9784 6,0313
4 Linéaires 1208 7,9718 6,0270
5 Constants 830 7,9841 6,0338
6 Linéaires 830 7,9727 6,0275
7 Constants 548 8,0038 6,0436
8 Linéaires 548 7,9744 6,0294
9 Constants 330 8,0342 6,0586
10 Linéaires 330 7,9960 6,0407
11 Constants 201 8,1998 6,1422
12 Linéaires 201 8,0558 6,0645
TAB. 5.2 — Evolution de la fonction objectif calculée en fonction du maillage
8.2 T T T 6.16 T T T
- Eléments constants e EI(-:)ments constants
—— Eléments discontinus 6.14 —%— Eléments discontinus | |
- 8.151 -
g g 6.12}
% 81 § 6.1t
g 8.05 .:__g 6.08
g g 6.06 1
sl
6.041
7.95 : : : : : : 6.02 : : : ‘ : :
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
Nombre d'éléments Nombre d’éléments
F1G. 5.6 — Evolution de la valeur de 'objectif pour la FiG. 5.7 — Evolution de la valeur de I'objectif pour
géométrie initiale en fonction du nombre d’éléments la géométrie finale en fonction du nombre d’éléments
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5.1.4 Effet du maillage sur le résultat de 'optimisation

Les résultats d’optimisation selon le maillage sont reportés dans le tableau 5.3. Dans tous les cas, les va-
leurs d’objectifs obtenues sont inférieures a celles obtenues par Matsumoto et al. En 'absence de détails sur les
contraintes (en particulier les distances minimales entre les surfaces sont inconnues), il est difficile de comparer
plus précisément les valeurs finales des paramétres, mais la forme finale obtenue (figures 5.8 a 5.10) et la répar-
tition de température a la surface de la cavité (figure 5.11) sont globalement semblables.

Le maillage a peu d’influence sur les résultats de 'optimisation. Les parameétres ayant une forte influence
sur la valeur de la fonction objectif (Py1 et Py1) atteignent dans tous les cas la méme valeur, mais ces valeurs
correspondent & des contraintes saturées. Pour le paramétre Py, 'optimum ne correspond pas & une contrainte
saturée et sa valeur exacte est donc plus difficile & obtenir. De plus, ce paramétre a une faible influence sur
I’objectif, comme on peut le voir sur les figures 5.12 & 5.14. La position des canaux inférieurs ne modifie presque
pas la répartition de température dans cette moitié du moule. On constate alors des différences en fonction du
maillage. Le nombre d’itérations est également variable en fonction du maillage puisque les valeurs comparées
aux critéres d’arrét varient légérement.

Ecart

Maillage | Itérations | Objectif | relatif Pay Py Pas Py i R

%] [m] [m] [m] [m] [m] [m]
Matsumoto ? 6,0268 - 0,115 0,098 0,110 | 0,0350 | 0,010 0,010
1 8 5,7889 -3,95 0,103 0,097 | 0,120 | 0,0198 | 0,010 0,010
2 8 5,7848 -4,02 0,103 0,097 | 0,120 | 0,0197 | 0,010 0,010
) 8 5,7916 -3,90 0,103 0,097 | 0,120 | 0,0199 | 0,010 0,010
6 8 5,7853 -4,01 0,103 0,097 | 0,120 | 0,0196 | 0,010 0,010
9 6 5,8113 -3,58 0,103 0,097 | 0,120 | 0,0203 | 0,010 0,010
10 7 5,7969 -3,81 0,103 0,097 | 0,120 | 0,0196 | 0,010 0,010
11 6 5,8791 -2,45 0,103 0,097 | 0,120 | 0,0224 | 0,010 0,010
12 5 5,8261 -3,33 0,103 0,097 | 0,120 | 0,0150 | 0,010 0,010

TAB. 5.3 — Valeurs optimisées des paramétres en fonction du maillage
o o
O O O O
o o O O
OO

F1a. 5.8 — Géométrie initiale Fi1a. 5.9 — Géométrie finale obte- F1a. 5.10 — Géométrie finale ob-
nues par Matsumoto tenue avec le maillage 1
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5.1.5 Prise en compte d’un coefficient de convection variable

L’hypothése d’un coefficient d’échange convectif constant retenue par Matsumoto est peu réaliste. Selon
I’écoulement, des variations importantes sont en effet observées avec le rayon. La dépendance du coefficient
d’échange a donc été introduite et l'effet du débit sur les résultats a été étudié.

Le coefficient d’échange convectif utilisé semble correspondre & un écoulement laminaire pour lequel Nu =
3,66 (la conductivité correspondante est alors \p = % =0,63W.m~ 1. K1, valeur de I’eau). Le débit maximal
pour rester en écoulement laminaire dans des canaux de 4 mm de rayon est 1,5.107%m?.s 1.
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5.1.5.1 Modéle

On introduit les modéles de variations du coefficient d’échange présentés dans le chapitre 2. Pour éviter
les discontinuités pouvant compliquer 'optimisation et obtenir des variations plus réalistes, on introduit une
zone de transition entre les modéles de calcul du coefficient d’échange pour les écoulements turbulents et les
écoulements laminaires.

On a vu dans le chapitre 2 qu’en régime laminaire, Nu = 3,66 et en régime turbulent, Nu = 0, 023Re%8Prs.
Entre les deux types d’écoulement (3 000<<Re<10 000), on approche linéairement Nu en fonction de Re entre
les deux types d’écoulement (3 000<Re< 10 000) :

Re — 3000
10 000 — 3 000

Les évolutions du coefficient d’échange convectif h obtenues sont représentées sur les figures 5.15 et 5.16.

Nu = 3,66 + (o, 023 x 10 0008 Pr5 — 3, 66) (5.3)
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Fic. 5.15 — Evolution du coefficient d’échange Fic. 5.16 — Détail de D’évolution du coefficient
convectif h en fonction du débit et du nombre de d’échange convectif h en fonction du débit et du
Reynolds nombre de Reynolds pour Re < 5000

La figure 5.17 représente I’évolution du coefficient d’échange convectif en fonction du rayon pour différents
débits. En fonction du débit, la prise en compte de la variation du coefficient d’échange aura plus ou moins d’effet.
Les variations du coefficient avec le rayon sont en effet beaucoup plus importantes pour un écoulement turbulent
que pour un écoulement laminaire. Méme lorsque ’écoulement est laminaire, un petit rayon est préférable pour
augmenter le coefficient d’échange mais au détriment de la surface d’échange (a4 Nusselt constant, le coefficient
évolue comme l'inverse du rayon).

5.1.5.2 Résultats

On réalise de nouveau l'optimisation en utilisant le maillage 5 et en utilisant différents débits. Les valeurs
de parameétres et de la fonction objectif obtenues sont reportées dans le tableau 5.4. Les géométries de moules
obtenues selon le débit sont représentées sur la figure 5.18.

On constate une évolution inverse de la taille des canaux entre les parties inférieures et supérieures. Dans
la partie supérieure, on a une grande quantité de chaleur & évacuer. Pour un débit faible, il est donc préférable
de diminuer la taille des canaux pour maximiser le coefficient d’échange. Plus le débit sera élevé et plus il sera
possible d’utiliser de grands canaux pour augmenter la surface d’échange tout en maintenant un coefficient
d’échange élevé.
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FIG. 5.17 — Evolution du coefficient d’échange convectif h en fonction du rayon du canal pour différents débits

Débit 30 P P P, 2 P, R R,
[m®.s71] [m] [m] [m] [m] [m] [m]
1.1075 | 7,9877 | 6,7013 | 0,0960 | 0,0900 | 0,1200 | 0,0650 | 0,0030 | 0,0100
1,5.10~° | 7,9877 | 4,6912 | 0,0960 | 0,0900 | 0,1200 | 0,0650 | 0,0030 | 0,0100
2.10°5 | 6,788 | 3,8013 | 0,0092 | 0,0902 | 0,0974 | 0,0156 | 0,0032 | 0,0030
2,5.10 5 | 6,4524 | 3,7954 | 0,0993 | 0,0910 | 0,0939 | 0,0152 | 0,0040 | 0,0030
3.105 | 6,1495 | 3,7499 | 0,0099 | 0,0919 | 0,0909 | 0,0150 | 0,0049 | 0,0030
3,5.10°5 | 5,9558 | 4,1255 | 0,1027 | 0,0967 | 0,0859 | 0,0154 | 0,0097 | 0,0030

4.107°% | 5,7394 | 4,2337 | 0,1039 | 0,0970 | 0,0852 | 0,0154 | 0,0100 | 0,0030

TAB. 5.4 — Evolution des résultats en fonction du débit

Les canaux de la partie inférieure évoluent de maniére inverse. En effet, la température de la partie inférieure
est inférieure a la température objectif méme avant optimisation. Lorsque le débit est faible, un rayon élevé per-
met de diminuer la quantité de chaleur évacuée par ces canaux en diminuant fortement le coefficient d’échange
convectif. Au contraire, lorsque le débit augmente, les échanges sont limités en diminuant au maximum la surface
d’échange (en diminuant le rayon) et en éloignant le plus possible les canaux de la surface.

La figure 5.19 présente les profils de température obtenus a la surface de la cavité du moule aprés optimisation.
On constate qu'un débit plus élevé permet de rapprocher plus facilement la température de la partie supérieure
de la température objectif avec des canaux plus grands. La valeur de I'objectif est ainsi meilleure au final.

5.1.6 Influence du point initial et de la forme des contraintes

Les contraintes utilisées dans ’exemple précédent sont restrictives puisqu’elles ne permettent pas aux canaux
de parcourir I'ensemble du moule (méme si 'ensemble des solutions choisi semble le plus logique). Afin d’éviter
ces restrictions, d’autres contraintes moins sévéres ont été définies. L’influence du choix du point initial avec les
différents types de contraintes est étudiée dans ce paragraphe.

5.1.6.1 Modification du probléme

Pour simplifier I’étude des contraintes, seuls deux canaux de rayon constant vont désormais étre utilisés.
La suppression des canaux de la partie inférieure peut se justifier par un calcul stationnaire sans canaux de
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Fia. 5.19 — Profils de températures optimisés selon F1a. 5.20 — Profil de température a la surface de la
le débit

cavité lorsque le moule n’est pas refroidit

refroidissement. Le profil de température & la surface de la cavité lorsque le moule ne contient aucun canal
(figure 5.20) fait apparaitre deux zones :

— la partie supérieure de la cavité ot la température est largement supérieure a 1’objectif de 60°C,
— la partie inférieure ou la température est légérement inférieure a 1’objectif.

Si 'on ne dispose que d’un régulateur thermique pour maintenir la température du fluide, on ne pourra
pas utiliser deux circuits de températures différentes. Dans ce cas, il semble plus intéressant de diminuer la
température de la partie supérieure que d’augmenter celle de la partie inférieure qui est plus proche de 'objectif.
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On ne considére donc que deux canaux répartis symétriquement dans le moule et dont la position du centre
est définie par les deux coordonnées P, et P,. Le rayon des canaux est fixé & 4mm.

Enfin, si 'on souhaite que les canaux puissent parcourir I’ensemble du moule, il est nécessaire de définir un
unique domaine pour tout le moule et de ne pas séparer les deux moitiés au niveau du plan de joint. En effet,
lors du calcul par éléments frontiéres, la mise en données nécessite de savoir & quel domaine appartient chaque
frontiére (ou plutot quelles fronticres définissent un domaine). Si une frontiére (interne) se trouve a 'extérieur
du domaine qu’elle est sensée définir, les résultats de la simulation seront erronés. Pour la suite de I'exemple,
on utilisera donc un domaine unique en supprimant 'interface du plan de joint.

5.1.6.2 Cas A : Contraintes linéaires continues

Dans un premier temps, on utilise le méme type de contraintes que précédemment et on limite la position
des canaux dans l’espace central de la partie supérieure du moule. On définit pour cela les contraintes suivantes :

g1 = —P, + 6+ R+0,088

4
gi <0 avec g2:Pm+§+R,0’135 (5.4)

gs=—P,+ 6+ R+0,082
g1s=P,+8+R—0,315

La contrainte maximale est représentée sur la figure 5.21 en fonction des paramétres. L’ensemble des solu-
tions, défini par max g; < 0, est représenté sur la figure 5.22.

0.3}
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o> 0.15¢
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o
il . ~ i 0 . . . . .
a1 s 6 i 0 005 01 015 02 025
P m - — P [m]
X
F1G. 5.21 — Valeur de la fonction contrainte en fonc- F1a. 5.22 — Ensemble des solutions (zones grisées)
tion des paramétres dans le cas A dans le cas A

Les résultats obtenus pour différents points initiaux sont rassemblés dans le tableau 5.5 et les géométries
correspondantes sont représentées sur la figure 5.25. Il est intéressant de vérifier que I'algorithme ne nécessite
pas que le point initial vérifie les contraintes. Dans ce cas, I’algorithme converge tout de méme vers un optimum
situé a l'intérieur de I’ensemble des solutions.
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Cas || o0 D I o Pr Py
1 || 8,4861 | 0,0100 | 0,0100 || 8,6651 | 0,1260 | 0,3060
2 | 8,5932 | 0,0100 | 0,0750 || 5,2347 | 0,0970 | 0,0910
3 |/ 8,6312 | 0,0100 | 0,1500 || 8,6646 | 0,0970 | 0,3060
4 || 8,6145 | 0,0100 | 0,2000 || 5,2347 | 0,0970 | 0,0910
5 || 8,6420 | 0,0100 | 0,2500 || 5,2347 | 0,0970 | 0,0910
6 || 38,6480 | 0,0100 | 0,3000 || 8,6646 | 0,0970 | 0,3060
7 18,3880 | 0,1000 | 0,0100 || 8,6651 | 0,1260 | 0,3060
8 | 8,9315 | 0,1000 | 0,0750 || 5,2347 | 0,0970 | 0,0910
9 | 8,1515 | 0,1000 | 0,1500 || 5,2347 | 0,0970 | 0,0910
10 || 8,5672 | 0,1000 | 0,2000 || 5,2347 | 0,0970 | 0,0910
11 || 8,6680 | 0,1000 | 0,2500 || 5,2347 | 0,0970 | 0,0910
12 || 8,6670 | 0,1000 | 0,3000 || 8,6646 | 0,0970 | 0,3060

TAB. 5.5 — Valeurs finales en fonction des valeurs initiales dans le cas A

Selon les cas, le résultat obtenu n’est toutefois pas toujours un optimum global. En effet, la fonction objec-
tif, représentée en fonction des paramétres vérifiant les contraintes sur la figure 5.23, présente deux minimums
locaux pour Py = 0, 1260 représentés sur la figure 5.24. Sur cette figure, les courbes de niveau représentent des
variations de la fonction objectif de 0,25 vers 'optimum absolu et 0,01 ailleurs pour des raisons de lisibilité.

ot ¥

P[] o8

P, |

F1a. 5.23 — Représentation de la valeur de 1'objectif

en fonction des paramétres dans le cas A

Dans tous les cas, la convergence est trés rapide (entre 2 et 4 itérations) comme on peut le voir sur la
figure 5.26. Dés la premiére itération, les contraintes sont toutes respectées et on s’approche d’'un minimum. Les

itérations suivantes sont utilisées pour affiner le résultat.
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F1c. 5.25 — Géométries finales en fonction du point initial dans le cas A

138



xeuw,
b sjewixew ajurenuod
— o~

Xew,

b sjewixew ajurenuod
< ]

xew

b ajewixew syurenuod
] N

xew,
b sjewixew ajurenuod
“ o~

N ) =] =] N bl =} =} N b ] =] N = o o
P22 ! N P22 ! T LA - ! [ P2 ° ! e
wn wn n
e - Hm 9
2 2 2o
o s s S
8 s 8 N8 g -
[§) g O g O bofé)
wn wn n
S S 1 S
o @ ~ © 50 o o) ~ © 50 o 0 ~ © 50 o 0 ~ © 50
@ Jnoalgo uonouo4 @ Jn23lgo uonsuos @ J103[go uonduo @ Jnoalgo uonouo4
xeuw, xeuw, xXew xew,
b ajewixew ajurenuod b ajewixew ajurenuod b ajewixew ayurenuod b ajewixew ajurenuod
bl N Il N =< o <«
S S T 9 s 3 s g S 3 T 9 S S T 9
e o © L e e 9 9 ! ~ L A ! ~ e o 9O e
w0 w0 Jw v
- - - -
2 2 2o
o s s S
s 8 -8 178g -
[$) g O g O bofe)
] ] Jw 0
o o o o
o (=) ~ © 50 o o) ~ © 50 o o] ~ © 50 o oo} ~ © 50
@ Jnoalgo uonauo4 @ Jn23lgo uonsuos @ J103[o uonduo @ Jnoalgo uonouo4
xeuw, xeuw, xXew xew,
b ajewixew ajurenuod b ajewixew ajurenuod 6 srewixew ayurenuod b ajewixew ajurenuod
! N ! N =< o <«
S, 3 o % % S 3 o ¢ % 3,3 o 9 ¢ s 2 o 9 °
T T T o T T T N —e T T o T T T ¢ <
wn wn wn
B — T ]
2 2 2o
- sy st S
s -8 -8 178g o
O g O g O bofe)
wn wn wn
S S 1o -
o (=) ~ © 50 o o) ~ © 50 o o] ~ © 50 o oo} ~ © 50

@ Jno3lqo uonouoS

@ Jn23lgo uonauos

@ Jno3[qo uonouo

@ Jnoalgo uonouoS

Itérations

Itérations

Itérations

Résultat retenu

Contrainte maximale

Fonction Objectif

Fia. 5.26 — Evolution de I'objectif et de la contrainte maximale en fonction du point initial dans le cas A
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L’hypothése imposée par les contraintes est trés forte puisque I'on limite la position des canaux dans une
petite partie du moule. Ce choix semble évident pour cette géométrie, mais si I’on souhaite étre moins restrictif,
il est possible d’utiliser d’autres types de contraintes. Deux autres contraintes ont donc été testées : une basée
sur un découpage du moule en plusieurs zones sur lesquelles sont définies des contraintes linéaires (contrainte
linéaire par morceaux) et autre basée sur les distances entre frontiéres (contrainte non linéaire continue).

5.1.6.3 Cas B : Contraintes linéaires par morceaux non continues

Les parameétres P, et P, sont bornés pour rester & I'intérieur du moule. Comme le probléme est symétrique,
on limite la position d’un canal dans une moitié du moule. On a alors les contraintes suivantes :

glz_Px+5+R

1)
=P, +-+R—-0,135
gi<Oavec { 727 7¢ ot (5.5)
gs =P, +06+R—-0,315
Pour éviter que les canaux ne se placent sur la cavité ou trop prés, on définit en plus une contrainte de la
fagon suivante. On divise la moitié du moule en trois zones comme indiqué sur la figure 5.27. Un test est réalisé

sur P, pour déterminer dans quelle zone le canal se trouve. Si le canal ne se trouve pas dans la zone 1, on écrit
une contrainte supplémentaire sur P, de la facon suivante :

gs =max(—Py,+ R+ 3J+0,082, P,+R+6—0,008) si P, > R+ 4§+ 0,088 (zone 3)
gs =max(—Py,+R+J+0,14, P,+ R+6—0,08) si —R—3J+0,08 < P, < R+ J + 0,088 (zone 2)
(5.6)

F1G. 5.27 — Zones utilisées pour écrire la contrainte du cas B

La contrainte maximale en fonction des parameétres est représentée sur la figure 5.28 et le domaine des
solutions ainsi défini est représenté sur la figure 5.29. On peut voir que cette contrainte est non continue car
elle présente de fortes variations lors du passage d’une zone a I'autre. Toutefois, elle présente 'avantage d’étre
linéaire par morceaux.

Les résultats obtenus avec les différents points de départ utilisés précédemment sont reportés dans le tableau
5.6 et les géométries correspondantes sont représentées sur la figure 5.32. On constate que selon le point de
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F, m] : Py m]
F1G. 5.28 — Valeur de la fonction contrainte en fonc- F1a. 5.29 — Ensemble des solutions (zones grisées)
tion des parameétres dans le cas B dans le cas B

départ, I'algorithme d’optimisation ne converge pas forcément vers le minimum absolu de la fonction objectif.
Pour des points de départ trop éloignés de 'optimum global, les résultats obtenus correspondent & des minimums
locaux que 'on voit apparaitre sur les figures 5.30 et 5.31.

Cas P P? I * P Py

8,4861 | 0,0100 | 0,0100 || 8,3777 | 0,1148 | 0,0149
8,5932 | 0,0100 | 0,0750 || 8,3777 | 0,1148 | 0,0149
8,6312 | 0,0100 | 0,1500 || 5,2347 | 0,0970 | 0,0910
8,6145 | 0,0100 | 0,2000 || 5,2347 | 0,0970 | 0,0910
8,6420 | 0,0100 | 0,2500 || 8,3777 | 0,1147 | 0,0149
8,6490 | 0,0100 | 0,3000 || 8,6449 | 0,0090 | 0,3060
8,3880 | 0,1000 | 0,0100 || 8,3777 | 0,1149 | 0,0149
8,9315 | 0,1000 | 0,0750 || 8,3777 | 0,1148 | 0,0149
8,1515 | 0,1000 | 0,1500 || 5,2347 | 0,0970 | 0,0910
8,5672 | 0,1000 | 0,2000 || 5,2347 | 0,0970 | 0,0910
8,6680 | 0,1000 | 0,2500 || 8,3777 | 0,1148 | 0,0149
8,6670 | 0,1000 | 0,3000 || 8,6449 | 0,0090 | 0,3060

| |
SIS 5o oo u| kel | =

TAB. 5.6 — Valeurs finales en fonction des valeurs initiales dans le cas B

Les évolutions de la fonction objectif et de la contrainte maximale au cours des itérations sont représentées
sur la figure 5.33 pour les différents cas. La convergence est plus lente que précédemment (entre 2 et 23 itérations
selon les cas) suite & approximation linéaire des contraintes. L’ensemble des solutions est plus complexe, ce qui
rend I'optimisation difficile.

La convergence est trés rapide lorsque le point de départ est trés proche d’un minimum local (cas 6, 7

et 12) par exemple. La convergence vers 'optimum global (cas 3, 4, 9 et 10) est généralement plus longue, ce
qui peut s’expliquer par la difficulté de vérifier les contraintes d’arrét dans cette zone ou la pente est plus grande.
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Fi1Gg. 5.31 — Courbes de niveaux de la fonction ob-

jectif en fonction des paramétres et positions finales
obtenues (O0) dans le cas B

Le fait d’utiliser une contrainte non continue ne semble pas génant dans ce cas car chaque zone contenant
les points initiaux comporte son propre minimum local. Les déplacements de canaux entre les zones ne sont
toutefois pas impossibles et sont visibles par exemple avec les cas 3 et 4.
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F1c. 5.32 — Géométries finales en fonction du point initial dans le cas B
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F1G. 5.33 — Evolution de I'objectif et des contraintes en fonction du point initial dans le cas B
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5.1.6.4 Cas C : Contrainte non linéaire continue

Enfin, on peut envisager d’utiliser une contrainte non linéaire basée sur les distances entre les différentes
frontiéres, avec une vérification de la position du canal & l'intérieur du polygone décrit par les éléments du
contour.

La valeur de la contrainte est calculée de la maniére suivante :

— pour chaque frontiére du domaine contenant le canal, on détermine si le centre du canal se trouve a
Iintérieur de l'espace déterminé par cette frontiére et on calcule la distance minimale du centre & cette
frontiére,

— si le centre est a I'intérieur d’une frontiére externe, la contrainte est égale a la distance moins le rayon et
un jeu. S’il est & l'extérieur, la contrainte sera I'opposé de la distance moins le rayon et un jeu.

— pour une frontiére interne, on inverse la régle précédente.

Domaine Q

Canal extérieur
g>0

F1G. 5.34 — Définition de la contrainte liée & la distance du centre du canal & la frontiére du domaine

Cette contrainte s’écrit donc (voir figure 5.34) :

g = —min(d) + R+ ¢ si le centre du canal est a 'intérieur du domaine

g < 0 avec { (5.7)

g = min(d) + R + 0 si le centre du canal est a l'extérieur

La contrainte ainsi obtenue est une fonction continue mais non linéaire. Elle est représentée en fonction
des paramétres sur la figure 5.35 et ’ensemble des solutions correspondant est indiqué sur la figure 5.36. La
contrainte est irréguliére lorsque les parameétres correspondent & une position proche de la frontiére externe du
moule. La distance est calculée a partir des nceuds de la frontiére. Lorsque le maillage est grossier (comme sur
la surface extérieure), ce calcul est donc peu précis. Cette formulation a avantage de s’adapter facilement a
des géométries complexes et serait particuliérement intéressante pour des problémes 3D, ou les stratégies pré-
cédentes sont difficiles & mettre en place et demandent une adaptation & chaque probléme.

Les solutions obtenues selon le point initial sont résumées dans le tableau 5.7 et sur la figure 5.39. Les
points initiaux correspondant aux cas 3, 4, 7 permettent d’obtenir 'optimum absolu. Les cas 1, 2, 5, 6, 8 et 12
correspondent & une convergence vers un optimum local, comme précédemment (voir figures 5.37 et 5.38). Les
autres cas (9, 10, 11) correspondent a une convergence vers un optimum local mais avec un passage par un point
vérifiant les contraintes et ayant une valeur d’objectif plus faible. La valeur retenue dans ce cas ne correspond
pas forcément a un optimum, méme si on en est trés prés. L’algorithme conserve en effet toujours en mémoire
la meilleure valeur obtenue au cours des itérations.

Le nombre d’itérations (figure 5.40) est beaucoup plus important que dans le cas précédent (entre 9 et 38)

pour un domaine de solutions presque semblable. Dans ce cas, on n’a pas borné les positions des canaux &
I'intérieur du domaine mais seulement utilisé la contrainte non linéaire sur la distance. Cette stratégie semble
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F1G. 5.36 — Ensemble des
dans le cas C

0.15 0.2 0.25
P, [m]

solutions (zones grisées)

Cas || @ Pl | PV o Pr | P
1 | 8,4861 [ 0,0100 | 0,0100 || 8,379 | 0,1222 | 0,0159
2 |[8,5932 | 0,0100 | 0,0750 || 8,4829 | 0,261 | 0,0132
3 || 8,6312 | 0,0100 | 0,1500 || 5,2343 | 0,173 | 0,0910
4 |[8,6145 | 0,0100 | 0,2000 || 5,2346 | 0,1730 | 0,0910
5 || 8,6420 | 0,0100 | 0,2500 || 8,6420 | 0,0100 | 0,2500
6 || 8,6480 | 0,0100 | 0,3000 || 8,6429 | 0,0061 | 0,3084
7 || 8,3880 | 0,1000 | 0,0100 || 5,2347 | 0,1730 | 0,0910
8 |[8,9315 | 0,1000 | 0,0750 || 8,3777 | 0,1542 | 0,0153
9 |[ 81515 | 0,1000 | 0,1500 || 5,2923 | 0,0969 | 0,0926
10 |[[8,5672 | 0,1000 | 0,2000 || 8,3862 | 0,1726 | 0,0134
11 [ 8,6680 | 0,1000 | 0,2500 || 8,3450 | 0,1122 | 0,0054
12 [[8,6670 | 0,1000 | 0,3000 || 8,6623 | 0,0955 | 0,3079

TAB. 5.7 — Valeurs finales en fonction des valeurs initiales dans le cas C

donc moins efficace puisque la convergence est moins bonne et I'optimisation donne de moins bons résultats.
Toutefois, pour une application & géométries complexes (éventuellement 3D), cette définition des contraintes

semble la plus simple & mettre en ceuvre.

Cet exemple a permis de valider la procédure d’optimisation utilisant un calcul stationnaire en comparant les
résultats avec des résultats obtenus dans la bibliographie. Les résultats montrent I'importance de considérer un
coeflicient d’échange convectif variable avec le rayon pour prendre en compte les variations du type d’écoulement

pour un débit donné.

Enfin, nous avons vu que la définition des contraintes et le choix des points initiaux est également important
pour cet exemple. En effet, moins les contraintes sont restrictives (plus ensemble des solutions est étendu)
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et plus on favorise I'apparition d’optimums locaux. La convergence globale de la méthode est alors fortement
compromise. Dans ce cas, il serait intéressant d’envisager I'utilisation d’une autre méthode d’optimisation ayant
une meilleure convergence globale (recuit simulé, algorithmes génétiques...)

Le type de contraintes utilisé est également important. Les contraintes linéaires, méme discontinues (cas B)
semblent permettre une convergence beaucoup plus rapide que les contraintes non linéaires continues (cas C)
pour des ensembles de solutions quasiment identiques. Les contraintes non linéaires basées sur la distance du
canal aux frontiéres du moule sont toutefois beaucoup plus simples & mettre en place et ne nécessitent qu’'une
faible adaptation & chaque probléme.
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F1c. 5.39 — Géométries finales en fonction du point initial dans le cas C
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5.2 Exemple d’application de I'optimisation avec un modéle transi-
toire

La procédure d’optimisation est maintenant appliquée a un probléme transitoire. Les exemples de la biblio-
graphie qui traitent du probléme d’optimisation en transitoire sont tous résolus par la méthode des éléments
finis. Nous proposons pour notre part une résolution uniquement basée sur les éléments frontiéres. L’influence
de l'objectif sur les résultats sera étudiée et les résultats seront comparés a ceux obtenus avec un modéle sta-
tionnaire.

5.2.1 Définition du probléme d’optimisation

Géométrie Tang [84, 85| a proposé une procédure d’optimisation semblable a celle présentée ici mais basée
sur des calculs transitoires réalisés par éléments finis. La géométrie utilisée ici est tirée de son étude mais les
objectifs sont différents. La géométrie du probléme est représentée sur la figure 5.41. 8 canaux sont utilisés pour
refroidir une piéce en “T” d’épaisseur ep = 3, 8mm.

Paramétres On définit 9 paramétres pour décrire le probléme :
— le diamétre des canaux D¢,
— la position des canaux (7 parameétres H et L définis sur la figure 5.42),
— la température de 'eau Tr.

0,180 L, L

0,0165 O O LO O PTI% ’—JA‘LO Hy

x 0,06 -1--- o I— ----
|
Hs Hyy
O O O Lo O
| |
| |
H
0,127 Ly
F1G. 5.41 — Géométrie du probléme transitoire [m] Fia. 5.42 — Définition des paramétres géométriques

Contraintes On introduit les contraintes linéaires suivantes pour controéler la taille et la position des canaux
et la température du fluide :

D D
glzDC*DCmax 97:TC+L5+5*009 913:70+H3+5*003
DC S
92 = —D¢c + Dcomin gs=Dc+Lo—L3z+6 914=T—H3+5+§
D D D
93:70+L1+570.09 g9:7C+H1+570.03 915:TC+H4+5—0.03
(5.8)
D S D s
gs=Dc —Li+9¢ 910270—H1+5+§ 916ZTC—H4+5+§
D D
95170+L2+570.09 g11:TC+H2+570.03 917 =Tr — Trmaz
D S D s
96:70*L2+5+§ 912:TC*H2+5+§ 918 = —Tp + Trmin
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Le jeu et les bornes sur le diamétre et la température sont :

6 = 2mm Demin = 0,634mm Dcmaz = 0, 11mm Trmin = 20°C Trmazr = 60°C

Objectif L’objectif est une combinaison du temps de refroidissement et de I'uniformité de la température
de la piéce au moment de I’éjection. La température d’éjection est T,; = 100°C. On fait varier le facteur de
pondération w entre ces deux objectifs pour étudier 'effet sur le résultat.

t o 1
d=w gef + (1 - w) _(1)D avec op = Q_/ HT - Tmoy” dQ pour ¢ = t"‘ef (59)
tref Op P JQp

5.2.2 Modéle transitoire

Le modéle utilisé correspond & celui présenté dans le chapitre 2. Les propriétés physiques des matériaux et
du fluide de refroidissement sont résumées dans le tableau 5.8. La température d’injection du polymeére est de
230°C. Le coefficient d’échange avec le fluide de refroidissement hp est variable avec les rayons des canaux mais
on considére que la viscosité de I'eau est constante avec la température.

Masse Capf“:lte Conductivité Viscosité
Matériau volumique p calo.r ifique thermique\ dynamique 7
[kg.m~3] massique gp [W.m LK [Pa.s]
[J.kg " K]
Acier 7820 460 36,5 -
Polymeére 938 1800 0,25 -
Réfrigérant 996 4181 0,63 8,01.10~%

TAB. 5.8 — Propriétés des matériaux et du réfrigérant pour le modéle transitoire

La piéce est divisée en domaines de forme carrée en contact parfait de maniére & accélérer le calcul et obte-
nir des domaines qui ne présentent pas de rapport de forme trop élevé (figure 5.43). On utilise deux éléments
discontinus (soit 4 noeuds) et 4 points internes dans ’épaisseur. Au total, pour représenter la picce, on utilise
36 domaines, 288 éléments (soit 576 noeuds) et 584 points internes.

Le moule est simplement séparé en deux domaines en contact au niveau du plan de joint (figure 5.44) Le
maillage a la surface de la cavité est de la méme taille que le maillage de la piéce. Ailleurs, la taille des éléments
est augmentée. Au total, le moule comprend 2 domaines, 378 éléments (soit 756 nceuds) et 174 points internes.

3

i

i
S R B

Fi1G. 5.43 — Maillage de la piéce pour le calcul tran-
sitoire

F1G. 5.44 — Maillage du moule pour le calcul transi-
toire

Le pas de temps est fixé a 2s et la durée du phénoméne a 30s. Dans cette configuration, le temps de calcul
est d’environ 150s (PC a 1,3GHz et 512Mo de RAM).
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5.2.3 Reésultats

La géométrie initiale est celle proposée par Tang. Les résultats obtenus pour différentes valeurs de w sont
reportés dans le tableau 5.9 et représentés sur la figure 5.45. L’évolution de la température de la piéce avec le
temps et la répartition de la température en y = 0 aprées 22 secondes de refroidissement sont représentées sur
les figures 5.47 et 5.46.

Cas (0] tref op DC L1 L2 Ld H1 H2 H5 H4 TF
HoL 0k | oFel | |l | fw] | ] | ] | fm] | fu] | m] | [C)

Initial 1 20,48 | 546,09 | 0,0076 | 0,0610 | 0,0203 | 0,0610 | 0,0135 | 0,0135 | 0,0178 | 0,0135 | 30
w=0 | 0,981 | 20,57 | 535,66 | 0,0064 | 0,0715 | 0,0071 | 0,0839 | 0,0348 | 0,0293 | 0,0348 | 0,0071 | 30
w=0,5] 0,982 | 20,00 | 539,43 | 0,0068 | 0,0752 | 0,0118 | 0,0755 | 0,0271 | 0,0248 | 0,0109 | 0,0250 | 30
w=1 0,887 | 17,94 | 791,01 | 0,0064 | 0,0848 | 0,0071 | 0,0178 | 0,0071 | 0,0163 | 0,0071 | 0,0071 | 20

TaAB. 5.9 — Résultats de 'optimisation transitoire

Géométrie Optimisée w=0
[O@)

Géomeétrie Initiale

Géomeétrie Optimisée w=0,5 Géomeétrie Optimisée w=1

o o
oo oofloo
[

—— —

©) o) (@)

F1c. 5.45 — Géométries obtenues en fonction du facteur w

Selon les objectifs, qui sont contradictoires, les résultats sont trés différents. Pour uniformiser la température
de la piéce au moment de I'égjection (w = 0), il est en effet préférable d’éloigner les canaux de refroidissement
et d’utiliser une température de fluide plus élevée. On constate dans ce cas une augmentation du temps de
refroidissement négligeable (0,1 seconde) par rapport au cas initial.

Au contraire, pour minimiser le temps de refroidissement (w = 1), il faut approcher au maximum les ca-
naux de la partie centrale de la piéce et diminuer la température du réfrigérant. Il est ainsi possible de gagner
plus de 2 secondes sur le temps de refroidissement (figure 5.47) mais au détriment de I'uniformité de température.

Si 'on choisit un objectif intermédiaire entre le temps de refroidissement et l'uniformité de température
(w=10,5), la géométrie obtenue est un intermédiaire entre les deux cas précédents. Il faut approcher les deux
canaux supérieurs de la partie centrale mais on doit laisser les autres, qui ne sont pas utilisés pour refroidir la
zone chaude centrale, assez loin de la cavité.
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F1a. 5.46 — Comparaison des températures au centre Fi1G. 5.47 — Evolution de la température maximale
de la piéce (y = 0) aprés 22s de refroidissement de la piéce selon le facteur w

5.2.4 Comparaison aux résultats obtenus par un calcul stationnaire

Nous avons supposé lors de la définition des objectifs utilisables avec un régime stationnaire que la tempéra-
ture moyenne sur la surface de la cavité était un bon indicateur du temps de refroidissement et que I'uniformité
de température sur la surface de la cavité était un indicateur de I'uniformité de température dans la piéce. Pour
vérifier ces hypothéses, une optimisation est réalisée en régime stationnaire avec ces objectifs pour comparer les
résultats aux optimums précédents.

5.2.4.1 Optimisation avec un calcul stationnaire

On utilise la fonction objectif combinaison de la température moyenne et de I’écart a la température moyenne
avec un facteur de pondération w compris entre 0 et 1.

Tmoy 02 fF HT - Tmoy” dr’
o= wTr%oy + (1 —w) o0 avec gg = — T (5.10)

Les résultats obtenus pour les différentes valeurs sont résumés dans le tableau 5.10 et sur la figure 5.48. On
retrouve les mémes tendances que pour le cas transitoire :

— pour w = 0, il faut éloigner les canaux de la cavité,

— pour w = 1, il faut approcher les canaux de la cavité,

— pour w = 0,5, il faut placer les canaux dans une position intermédiaire.
Les températures en surface de la cavité sont représentées sur la figure 5.49. On observe bien ’amélioration
de l'uniformité de température avec w = 0 et la diminution de la température moyenne avec w = 1. Mais les
résultats sur les paramétres sont tout de méme légérement différents de ceux obtenus précédemment.

5.2.5 Comparaison des résultats

On effectue les simulations transitoires correspondant aux géométries optimales obtenues avec le modéle
stationnaire. Le tableau 5.11 présente les valeurs de temps de refroidissement et de la mesure de 'uniformité
dans la piéce pour les géométries optimisées obtenues avec les modéles stationnaires et transitoires.

Le modéle stationnaire ne permet pas de retrouver des résultats aussi bons que ceux du modéle transitoire.

En effet, certaines hypothéses ne sont pas réalistes et conduisent a des erreurs d’optimisation. Par exemple, le
flux & la surface de la cavité n’est pas uniforme : ’épaisseur de piéce étant plus grand au niveau de 'intersection,

153



Cas (0] Trnoy (op) DC L1 Lg L3 H1 H2 H3 H4 TF
[l | [C] | [C] | [m] [m] [m] [m] [m] [m] [m] [m] | [C]
Initial 1 49,58 | 4,03 | 0,0076 | 0,0610 | 0,0203 | 0,0610 | 0,0135 | 0,0135 | 0,0178 | 0,0135 | 30
w=0 10,23 | 50,16 | 0,93 | 0,0093 | 0,0392 | 0,0123 | 0,0452 | 0,0208 | 0,0202 | 0,0191 | 0,0229 | 30
w=20,51049 | 3533 | 1,06 | 0,0111 | 0,0418 | 0,0116 | 0,0457 | 0,0145 | 0,0155 | 0,0147 | 0,0176 | 20
w=1 0,61 | 30,38 | 2,65 | 0,0093 | 0,0418 | 0,0086 | 0,0464 | 0,0086 | 0,0086 | 0,0086 | 0,0086 | 20
TAB. 5.10 — Résultats de 'optimisation stationnaire
65
— |Initial
60+ = =0

—— w=0,5

Géomeétrie Initiale Géométrie Optimisée w=0

[5)
o O .20 o © oo O e
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Géométrie Optimisée w=0,5 Géométrie Optimisée w=1 i
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F1G. 5.48 — Géométries obtenues selon le facteur w dim]

F1a. 5.49 — Profil de température obtenu a la surface
de la cavité selon le facteur w

Géométries optimales transitoires Géomeétries optimales stationnaires
w o |+ trey [s] op [C] o | trey [s] op [C]
0 0,981 20,57 535,66 0,985 20,45 537,85
0,5 0,982 20,00 539,43 1,086 21,53 663,61
1 0,887 17,94 791,01 0,902 20,28 666,60

TAB. 5.11 — Comparaison des résultats transitoires et stationnaires

le flux devrait étre plus grand dans cette zone. Pour ces mémes raisons, la température moyenne dans le moule
semble étre un mauvais indicateur du temps de refroidissement. La température maximale dans le moule com-
binée a ’épaisseur de la piéce dans cette zone pourrait étre un meilleur indicateur du temps de refroidissement.

Le modeéle stationnaire présente toutefois ’avantage d’étre résolu beaucoup plus rapidement que le mo-
deéle transitoire. Les temps d’optimisation pour le modéle stationnaire restent inférieurs 4 3 minutes alors que
Poptimisation en régime transitoire peut durer jusqu’a 4 heures pour 7 itérations (PC a 1,3GHz et 512Mo de
RAM).

En conclusion, cet exemple nous a permis de montrer 'application de la méthode d’optimisation avec un
objectif 1lié a I’évolution transitoire des températures de la piéce polymére. Les résultats obtenus sont logiques et
dépendent de I'objectif recherché : il faut approcher les canaux de la cavité pour accélérer le refroidissement et
au contraire les éloigner et augmenter la température du réfrigérant pour améliorer la répartition de température
dans la piéce.
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Les calculs transitoires sont trés longs par rapport aux calculs stationnaires, mais les résultats obtenus grace
a ces derniers ne permettent pas de répondre de maniére adaptée aux objectifs liée aux températures du poly-
mére. Les optimisations stationnaires permettent de dégager les bonnes tendances d’évolution sans étre aussi
efficaces pour 'estimation de I’évolution de température des piéces.

Une modification des objectifs stationnaires prenant en compte 1’épaisseur de piéce et la quantité de chaleur
a évacuer dans les différentes zones de la piéce pourrait peut-étre améliorer les résultats et éviter des longs
calculs transitoires pour vraiment obtenir les optimums liés a la température de la piéce.

5.3 Comparaison a des mesures expérimentales

Pour valider le calcul thermique transitoire dans le cas de 'injection, des mesures expérimentales ont été ef-
fectuées sur un moule instrumenté en conditions de production. Les températures a la surface du moule mesurées
au cours d’un cycle seront comparées aux températures simulées pour les mémes conditions. La procédure d’op-
timisation a également été appliquée au moule utilisé pour ces essais. Les résultats obtenus avec les différentes
géomeétries seront donc comparés expérimentalement et numériquement.

5.3.1 Essais expérimentaux
5.3.1.1 Dispositif expérimental

Presse d’injection Les essais d’injection sont réalisés au CROMeP sur une presse d’injection DK-Codim, de
175 tonnes de force de fermeture. L’installation expérimentale est représentée sur la figure 5.50. Une unité de
commande informatisée permet de contréler les paramétres du cycle d’injection et d’obtenir ainsi une bonne
reproductibilité pour chaque type de piéce ou ensemble de paramétres.

Un systéme informatisé d’acquisition de données est connecté sur 'unité d’injection et sur le moule. Il permet
de mesurer ’évolution des parameétres de mise en forme en temps réel, en particulier la force de fermeture du
moule, la vitesse de rotation de la vis, sa position et la pression hydraulique appliquée a l'arriére de la vis.

Moule Le moule utilisé pour cette étude reprend la géométrie de celui utilisé pour la thése de G. Saint Martin
[163]. Le schéma général du moule est représenté sur la figure 5.51. Il comprend une carcasse dans laquelle on
utilise des inserts permettant de mouler des piéces de formes variées.

Les inserts utilisés pour notre étude permettent d’injecter les piéces représentées sur la figure 5.52. La plaque
a une épaisseur de 4mm, une longueur de 200mm et une largeur de 40mm. La forme générale des inserts utilisés
est représentée sur la figure 5.53 et le plan détaillé est donné en annexe K.

Le matériau des inserts est un acier couramment utilisé pour réaliser les moules d’injection : acier 40CMDSS,
dont la fiche technique est en annexe L et les propriétés thermiques sont reportées dans le tableau 5.12.

Polymére injecté Le polymeére injecté est ’ABS NOVODUR® P2H-AT de Bayer, polymére amorphe, dont
les propriétés thermiques sont également reportées dans le tableau 5.12 (voir aussi en annexe M).

Mesures de température La température est mesurée a la surface du moule & ’aide de capteurs de tem-
pérature Kistler® de type 6192A (voir annexe N). Quatre capteurs de type K sont disposés le long de la cavité
comme indiqué sur la figure 5.53 et permettent de mesurer les températures en surface du moule. La température
de réfrigérant a 'entrée ou a la sortie du moule est également controlée par thermocouple.
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Groupe de fermeture  Moule Groupe d’injection

Unité de contréle

Systéme d’acquisition

Fia. 5.50 — Presse a injecter

Masse Cgf:) I:_?gltse Conductivité
Matériau volumique p massiquz c thermique A
—3 P —1 —1
[kg.m™7] [J.kg L.K-1] [Wom K]
Polymeére ABS 885 1800 0,13
Acier 40CMD8S 7800 460 34

TAB. 5.12 — Propriétés thermiques du polymére et du moule

Régulation thermique Deux fluides de régulation thermique ont été utilisée dans cette étude : de I'eau pour
les faibles températures de refroidissement (30°C) et de I’huile silicone Marlotherm® (dont les propriétés en
fonction de la température sont reportées en annexe O) pour celles plus élevées (50 °C). Les propriétés physiques
de ces deux fluides aux températures utilisées sont résumées dans le tableau 5.13.

Masse Clap:aézlte Conductivité Viscosité
Fluide volumique p catoriique thermique \ dynamique 7
[kg.m~?] massique ,CP [W.m LK [Pa.s]
[J.kg L. K]
Eau a 30 °C 996 4180 0,63 8,01.10~%
Huile & 50 °C 1038 1660 0,127 1,27.1072

TAB. 5.13 — Propriétés thermiques des fluides de refroidissement
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F1a. 5.51 — Schéma du moule et des inserts [163]

F1G. 5.52 — Schéma de la piéce injectée

La régulation thermique de I'outillage est effectuée au moyen d’unités du type Tool-Temp®. Une mise en
pression du circuit de régulation est également effectuée afin d’améliorer 1’échange thermique avec le moule.
Dans le cas de 'eau, la température peut aller jusqu’a 90°C avec une mise sous pression jusqu’a 4bar. Pour
Ihuile, il est possible d’atteindre environ 230°C avec une pression de 5,5bar.

La régulation peut étre basée soit sur la température mesurée par thermocouple dans le moule soit a partir
de la température du fluide de refroidissement dans la réserve du régulateur. Le thermocouple dans le moule
étant situé trés en profondeur (prés de la plaque d’éjection), il semble préférable de réguler par rapport a la
température du réfrigérant. Il sera ainsi beaucoup plus facile de comparer les différents cas en ayant dans tous
les cas la méme température de fluide circulant dans le moule.
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Inserts

Position des capteurs de température

Carcasse

Circuit de

naux refroidissemen .
Canaux de refroidissement refroidissement

F1G. 5.53 — Schéma des inserts utilisés pour les essais

F1c. 5.54 — Détail des inserts dans la carcasse du
moule

La carcasse et les inserts sont munis d’un réseau de canalisations destinées a la régulation thermique (voir
figure 5.55). Cela assure une bonne homogénéité de température et une dynamique de régulation convenable
pour les empreintes du moule. Chaque insert comporte deux canaux de régulation, comme indiqué sur la figure
5.53.

@ Entrée
8 Sortie
—  Pont

F1a. 5.55 — Schéma du circuit de régulation de la carcasse et des inserts (les canaux sont reliés dans l'ordre
croissant de la numeérotation)
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Géométrie des canaux de régulation des différents inserts La géométrie originale correspond a l'in-
sert déja disponible au laboratoire. Les canaux de régulation ont été modifiés par une optimisation en régime
stationnaire comme présenté précédemment. L’optimisation a été réalisée pour deux types d’inserts :

— un moule massif avec des canaux circulaires,

— un moule stratifié avec des canaux elliptiques.

La géométrie du probléme permet de limiter le nombre de paramétres & 3 pour les canaux circulaires (les
deux coordonnées de la position du centre et le rayon) et a 4 pour les ellipses (les deux coordonnées de la position
du centre et les deux rayons).

Dans le cas des canaux circulaires, I'objectif est de diminuer la température moyenne a la surface de la
cavité. Avec les canaux elliptiques, on cherchera & minimiser les écarts de température a la surface de la cavité
par rapport a la température moyenne.

Les contraintes sont imposées par les limites de l'insert et par les différents percages (passage des éjecteurs,
des fixations du moule, des thermocouples...) présents tout le long de V'insert (voir le plan de Iinsert original
en annexe K). Les zones rendues inaccessibles par ces pergages sont représentées sur la figure 5.56. De plus on
laisse un jeu de 1,5mm minimum entre les canaux et les différentes frontiéres du moule.

Fixations

Ejecteurs

Thermo-
couples

Cables des thermocouples

F1G. 5.56 — Emplacements possibles des canaux dans Uinsert (régions hachurées)

La géométrie initiale et les géométries finales obtenues pour les deux inserts sont représentées sur la figure
5.57. Les résultats obtenus semblent assez logiques. Dans le cas de 'insert massif, pour diminuer la température
en surface, on rapproche les canaux de la cavité. Pour au contraire uniformiser la température dans le cas des
canaux elliptiques, on éloigne les canaux et on augmente leur taille.

90

8 T o -
L/
50 ® a N

44

I 50 R 38,2 60

Insert massif original Insert massif modifié Insert stratifié

F1G. 5.57 — Positions et tailles des canaux des différents inserts utilisés

5.3.1.2 Résultats

Les essais sont réalisés en conditions de production. Le cycle est contrélé automatiquement et la production
ne nécessite pas d’intervention. Il est ainsi possible de conserver les mémes réglages (temps d’ouverture, vitesse
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d’injection, etc.) pour tous les essais correspondant & un méme jeu de parameétres. Un exemple de mesures
obtenues sur un cycle pour ’ABS sont représentées sur la figure 5.58.

— 140 ‘ ‘ ‘ ‘ 52
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Fia. 5.58 — Différentes phases du cycle d’injection de la plaque ABS

La régulation thermique est mise en route et les essais débutent lorsque la température a la surface du
moule est stabilisée (aprés 30 minutes a 1 heure selon la température). L’acquisition commence alors dés le
premier cycle d’injection. Les essais sont stoppés lorsque la température dans le moule atteint un régime quasi-
stationnaire, soit aprés au moins 50 cycles (quelques cycles sont réalisés a cette température). Lors des essais,
la température de I’eau ou de I'huile entre 'entrée et la sortie du moule ne varie jamais de plus de 2°C.

5.3.1.3 Comparaison des températures en surface du moule selon I’insert utilisé

Les figures 5.59 et 5.60 représentent I’évolution de température mesurée par un des capteurs de température
centraux (Th. 2 ou Th. 3) pour les différentes configurations lors d'un cycle quasi-stationnaire. Les mesures des
deux thermocouples situés aux extrémités (Th. 1 et Th. 4) montrent des valeurs légérement plus faibles. Les
figures 5.61 et 5.62 représentent les dérivées temporelles de la température (vitesse de refroidissement) pour les
différents cas.

Les différences de température selon les géométries de moule sont faibles (de l'ordre de 5°C). La géométrie
originale est en effet assez bien congue et I'optimisation n’a pas conduit & de grandes modifications pour cette
géométrie simple.

Pour une méme température de fluide, le moule modifié permet toutefois d’obtenir une température a la
surface du moule plus proche de la température du fluide. On a donc un meilleur contréle de la température en
surface de la cavité. La vitesse de refroidissement avec cet insert est plus grande au début du refroidissement
(2°C.s7! au lieu de 1,5°C.s™!) mais elle se stabilise plus vite (le transfert thermique est limité par la faible
diffusivité du polymere).
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F1G. 5.61 — Vitesse de refroidissement des inserts ré- F1G. 5.62 — Vitesse de refroidissement des inserts ré-
gulés par de l'eau a 30°C gulés par de 'huile & 50°C

L’insert & canaux elliptiques permet d’obtenir une température de moule intermédiaire entre les deux inserts.
La vitesse de refroidissement reste constante 4 0,5°C.s~! au cours du cycle. Le refroidissement en début de cycle
est donc moins efficace qu’avec les deux autres inserts. L’amplitude de variation de la température est pourtant
plus faible.

5.3.2 Calcul numérique

Le calcul est toujours effectué en deux dimensions, sur une section du moule (hypothése de transfert ther-
mique plan). Les températures obtenues seront comparées a celles mesurées sur 'un des deux capteurs de
température centraux dont la mesure n’est pas perturbée par les échanges aux extrémités de l'insert.

5.3.2.1 Mise en données

Géomeétrie Le probléme comporte deux domaines pour représenter le moule : 'insert d’un coté et la plaque
fixe de l'autre (voir figure 5.63). Le reste de la carcasse du moule et de la presse est négligé. Le polymeére est
divisé en dix zones de forme carrée (sauf aux extrémités) en contact parfait pour éviter d’avoir des zones pré-
sentant un fort rapport de forme et pour d’autre part accélérer le calcul.
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Le maillage du moule est assez grossier sauf sur la surface en contact avec le polymeére (figure 5.64). La piéce
est maillée plus finement. Chacun des dix domaines comporte 2 éléments sur chaque face et au moins 25 points
internes (figure 5.65). Au total, le moule compte 160 éléments linéaires discontinus et 204 points internes. La
piéce comporte 80 éléments linéaires discontinus et 254 points internes.

Placue S
O O Oy
I R e e | |
O O O O Fia. 5.65 — Maillage de la piéce
Insert 1 b oL s s e e e e e

Fi1Gg. 5.63 — Domaines utilisés

pour le caleul F1a. 5.64 — Maillage du moule

Modéle Le modéle de calcul utilisé est celui décrit dans le chapitre 2 avec les valeurs numériques suivantes.
Les propriétés des matériaux (moule et polymére) sont rapportées dans le tableau 5.12 et les propriétés des
fluides de refroidissement sont résumées dans le tableau 5.13.

On utilise un pas de temps de 0,5s et une fonction radiale linéaire pour les calculs. Le temps de cycle est
de 35s a 30°C et 50s & 50°C. Pour obtenir un cycle quasi-stationnaire, on simule 20 cycles consécutifs lorsque
le moule est & 30°C et 25 cycles a lorsqu’il est & 50°C. Le temps de calcul total est d’environ 1h30 a 2h (PC a
1,3GHz et 512Mo de RAM).

Estimation des pertes de charges Le débit de fluide dans le circuit de refroidissement n’est pas directement
mesuré expérimentalement. La puissance de la pompe du régulateur étant connue (en supposant une efficacité
parfaite), un calcul de pertes de charges dans le circuit permet de remonter & une estimation du débit. Les
pertes de charges dans un tube circulaire droit s’écrivent :

Lo pv?

APp = Do 2 (5.11)

Le coeflicient de frottement ¢ est égal a % pour un écoulement laminaire et vérifie ’équation suivante pour
un écoulement turbulent : \/Lf = 2log(Re+/C) — 0,8 [63]. Cette équation peut étre approchée par la relation :

¢ = 0.316Re™ "% pour Re < 2.10* (5.12)

En combinant les équations (5.11) et (5.12), on peut exprimer le débit en fonction de la perte de charges :

APF 1,75
Dy — 5.13
" <0, 316 x 4025 x 8p%757r—1775u%25LcD54’75> (5:13)
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Ce calcul trés approché permet d’avoir seulement une estimation du débit. Dans notre circuit, on considére
deux sections : une de longueur totale de 20m et de diamétre 20mm et une de longueur 10m et de diamétre 8mm.

Dans ces conditions, pour de I’eau, le débit obtenu est de I'ordre de 2.10~* m®.s~!. Pour de I'huile a 50°C,
le débit est de l'ordre de 4.107* m3.s7! (la pompe du régulateur utilisé est plus puissante). Ce calcul reste
trés approché mais permet d’obtenir une estimation du débit afin d’avoir un ordre de grandeur du coefficient
d’échange dans les canaux en fonction de leur rayon.

Conditions initiales Le systéme de dosage et la régulation thermique de la vis par le fourreau sont réglés de
maniére a obtenir une température d’injection du polymeére autour de 230°C pour ’ABS. Il n’est toutefois pas
possible sur cette presse de vérifier la température du polymére au moment de l'injection.

5.3.2.2 Comparaison des températures dans le cas du moule massif régulé a 30°C

La figure 5.66 représente les évolutions des températures simulées et mesurées sur le thermocouple 3, lors
d’un cycle quasi-stationnaire, avec I'insert massif original régulé a 30°C. On observe un écart de température
presque constant pendant tout le refroidissement, jusqu’a 'ouverture du moule vers 620s (voir figure 5.67).
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F1G. 5.66 — Comparaison des températures de moule F1G. 5.67 — Evolution de 1’écart entre les tempéra-
simulée et mesurée (Insert massif original a 30°C) tures mesurées et simulées

La température du moule simulée se stabilise donc & une température en moyenne plus faible que celle mesu-
rée, alors que pendant un cycle I’évolution de température est conforme & I'expérience. Pour tenter d’améliorer
les résultats, leffet de quelques parameétres mal connus expérimentalement va étre étudié : 'effet des percages
du moule, de la température initiale du polymere, de la résistance thermique moule/polymeére et de la résistance
thermique entre les strates (pour les moules stratifiés).

5.3.2.3 Etude de ’effet du percage du thermocouple

La mise en place des capteurs de température en surface nécessite un pergage de 'insert. Dans la section
contenant le thermocouple, les transferts de chaleur sont donc probablement perturbés. Pour estimer cet effet,
on réalise les calculs sur une géométrie modifiée de I'insert représentée sur la figure 5.68.

L’effet du pergage sur I’évolution de température & la surface du moule est présenté sur la figure 5.69 dans

le cas de l'injection dans le moule massif original régulé a 30°C. La prise en compte du pergage conduit a un
refroidissement moins rapide de la surface du moule et donc & une température globalement plus élevée se
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F1c. 5.68 — Géométrie modifiée pour prendre en compte le percage du thermocouple
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F1G. 5.70 — Evolution de I’écart entre les tempéra-
tures mesurées et simulées en fonction du pergage du
moule

F1G. 5.69 — Comparaison de I’évolution de la tempé-
rature du moule en fonction du percage du moule

rapprochant de la mesure expérimentale (figure 5.70). La différence de température entre les deux cas reste
toutefois inférieure & 2°C. La vitesse de refroidissement est plus réguliére dans le cas ot I'on considére le percage,
ce qui semble plus conforme a la mesure expérimentale. La géométrie modifiée avec le percage est donc conservée
pour la suite des comparaisons.

5.3.2.4 Etude de l’effet de la température initiale du polymeére

La température du polymére a la fin du remplissage est considérée uniforme, égale a la température d’in-
jection supposée. La valeur de la température n’est pas controlée directement et n’est pas vérifiée pendant les
essais. De plus, on néglige toutes les variations de température du polymeére pendant le remplissage. Pour estimer
leffet de la température initiale du polymeére, trois calculs sont réalisés avec des températures initiales de 230,
240 et 250°C. Les évolutions de la température de moule obtenues sont reportées sur la figure 5.71.

Une température de polymeére plus élevée entraine logiquement une température de moule plus grande et
Peffet est quasiment linéaire. L’augmentation est plus importante au début du refroidissement mais est atténuée a
la fin du refroidissement. Utiliser une température initiale de polymeére plus élevée permet donc de se rapprocher
de la température mesurée (figure 5.72), mais il est difficile de vérifier expérimentalement cette hypothése. On
peut toutefois supposer que I’échauffement pendant I’écoulement est faible car la piéce est épaisse (4mm). Une
température initiale de 230°C est donc conservée pour la suite des comparaisons.
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F1G. 5.72 — Evolution de 1’écart entre les tempéra-
tures mesurées et simulées en fonction de la tempé-
rature initiale du polymére

5.3.2.5 Etude de I’effet de la résistance thermique de contact entre le moule et le polymére

La résistance thermique de contact imposée au niveau de l'interface entre le moule et le polymeére est incon-
nue. Pour estimer son effet, on fait varier cette valeur entre 107°m?. K. W~ et 107 °m2.K.W~!. Les évolutions
correspondantes de la température sont représentées sur la figure 5.73 et I’écart par rapport & la mesure expé-

rimentale est indiquée sur la figure 5.74.
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F1G. 5.74 — Evolution de 1’écart entre les tempéra-
tures mesurées et simulées en fonction de la résis-
tance thermique de contact imposée sur l'interface
moule/polymeére

La résistance thermique a surtout une influence sur le pic de température lors des premiers instants du
refroidissement. Plus la résistance est faible et plus le choc thermique est important. La température du moule
présente donc une plus forte augmentation. Au contraire, si la résistance est plus grande, le pic de tempéra-
ture s’atténue et on se rapproche de la forme obtenue expérimentalement. Toutefois, le temps de réaction du
thermocouple est inconnu et le dispositif expérimental ne permet peut étre pas de mesurer des variations de

températures trés rapides.



Dans tous les cas, les valeurs de température retrouvent la méme valeur aprés environ 10s de refroidissement.
La résistance thermique de contact ne semble donc pas avoir d’influence sur les valeurs globales de températures
mais uniquement sur la forme du pic de température lors des premiéres secondes du cycle. Pour la suite des
comparaisons, nous conserverons donc une valeur de résistance thermique de 10 °m?. K. W1,

5.3.2.6 Etude de I’influence de la stratification

L’assemblage des strates est réalisé par brasage. Le matériau de brasage est un alliage argent-cuivre dont
la conductivité est environ 415W.m~1.K~!. L’épaisseur de brasure est assez irréguliére selon les interfaces.
L’épaisseur maximale de la brasure est 10um. Les plaques d’acier ont une épaisseur de 6mm (sauf les deux
plaques extrémes). Selon le modéle présenté dans le chapitre 2, la résistance d’interface estimée est donc
R=<%= 2.108K.m?. W~

Pour estimer 'effet de I’assemblage sur le moule stratifié, le calcul est réalisé sur un moule stratifié représenté
sur la figure 5.75. L’insert est divisé en 14 domaines en contact réel. La plaque et le polymeére restent inchangés.
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F1G. 5.76 — Comparaison de I’évolution de la tempé-
rature du moule en fonction de la stratification du
moule

Lorsque la résistance est faible comme dans notre cas, I’évolution de température (représentées sur la figure
5.76) est quasiment identique a celle obtenue avec un insert massif. On observe une oscillation plus importante
de la température au début du cycle, mais le domaine comporte un nombre de points internes plus faibles. Le
choc thermique a la surface est donc mal représenté, ce qui explique la plus grande amplitude d’oscillation.

Si, au contraire, on avait considéré un moule collé, la résistance thermique aux interfaces aurait été plus
élevée (de l'ordre de 107*K.m2.W~1. Dans ce cas, 'influence sur 1’évolution de la température du moule est
beaucoup plus visible.

Une résistance thermique de contact plus élevée entre les strates permet de se rapprocher de la mesure
expérimentale mais cette hypothése n’est pas du tout réaliste dans le cas d’un moule brasé. Avec une résistance
faible, le découpage en strates n’a pas d’influence donc, pour faciliter la mise en données, le découpage en strates
n’est pas nécessaire.
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5.3.2.7 Comparaison des températures du moule

Les évolutions de température numériques et expérimentales obtenues pour les différents inserts régulés a 30
et 50°C sont représentées sur les figures 5.77 a4 5.82. Toutes les courbes présentent I’évolution de température
lors d’un cycle quasi-stationnaire.

Dans tous les cas, la température simulée est inférieure a la température mesurée. L’écart maximal est de
lordre de 5 a 6°C. Toutefois I’évolution de température semble conforme & la mesure expérimentale jusqu’a
Pouverture du moule.

La différence de température peut s’expliquer de plusieurs fagons :

— le modéle numérique néglige la phase de remplissage. Or celle-ci est assez longue et le remplissage du moule
n’est pas instantané. Le remplissage peut donc conduire a une petite période de temps (jusqu’a plusieurs
secondes) pendant laquelle le polymeére en contact avec le thermocouple ne se refroidit pas.

— la température du polymeére lors de 'injection est mal connue. Méme si les phénoménes d’échauffement
lors de I’écoulement du polymére peuvent étre négligés dans ce cas, la température réelle du polymere a
la sortie de la vis d’injection est inconnue.

— I’écoulement dans les canaux de refroidissement est mal connu. Le coefficient d’échange est estimé trés gros-
sierement dans notre modele. Une meilleure connaissance du débit et de ’écoulement pourrait permettre,
par des mesures, d’affiner la valeur utilisée.

— les échanges du moule avec I'extérieur ont été totalement négligés dans le modéle numérique, en particulier
pendant la phase ot le moule est ouvert.

La modification du modéle pour prendre en compte une phase de remplissage et la phase d’ouverture du
moule devrait donc permettre d’améliorer ces résultats.

5.3.2.8 Comparaison des géomeétries d’inserts

Les évolutions de température comparées selon les différents inserts sont représentées sur les figures 5.83 et
5.84. On retrouve bien les mémes tendances qu’avec les mesures expérimentales (figures 5.59 et 5.60) : I'insert
massif modifié permet d’obtenir des températures plus faibles que l'insert original mais avec globalement la
méme évolution. L’insert stratifié conduit & une température intermédiaire & 30°C avec une vitesse de refroidis-
sement plus faible. A 50°C, la température obtenue avec le moule stratifié est plus élevée.

La géométrie du moule a été optimisée de maniére & diminuer la température moyenne a la surface du moule,
ce qui devrait se traduire par des temps de refroidissement plus faibles. Les mesures expérimentales ne nous
donnent pas accés a la température du polymeére mais uniquement a la température en surface du moule. Pour
estimer 'effet de la géomeétrie sur la température de la piéce, nous utiliserons donc les températures obtenues par
simulation numérique. Elles permettent en particulier de déterminer un temps de refroidissement théorique et
les répartitions de température dans la piéce au moment de ’éjection théorique (pour les comparer en fonction
des géométries de moule).

La température d’éjection conseillée est de 80°C. On cherche, a partir des résultats numériques, le temps au
bout duquel la température dans la piéce est inférieure partout a la température d’éjection. La température
la plus chaude de la piéce se situe toujours au centre de la piéce. Les temps de refroidissement obtenus sont
rassemblés dans le tableau 5.14.

Le moule massif modifié permet d’obtenir des temps de refroidissement plus courts que le moule original. La
piéce ne présentant pas de difficultés particuliéres pour le refroidissement a part sa grande épaisseur, la dimi-
nution reste toutefois faible (de 1 a 2 secondes). Les canaux de refroidissement situés sur la carcasse n’ont pas
été modifiés. Une amélioration plus grande aurait pu étre obtenue en les incluant dans I'optimisation. Le moule
stratifié qui n’a pas été optimisé pour le méme objectif ne permet pas de réduire le temps de refroidissement.
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serts régulés par de I’huile a 50°C

Fi1G. 5.83 — Comparaison des températures des in-
serts régulés par de 1'eau a 30°C

Température Massif Massif Stratifia
du Moule original modifié
30°C 33,9s 33,5s 33,9s
50°C 43,1s 41,9s 44s

TAB. 5.14 — Temps de refroidissement calculés selon le moule utilisé

Les figures 5.85 et 5.86 représentent la température sur la face inférieure de la cavité aprés 10s de refroidis-
sement pour les différents inserts. On constate ici que dans le cas de 'insert stratifié régulé & 30°C, Pamplitude
de variation est légérement plus faible que pour les autres inserts. Toutefois, comme expliqué précédemment, la
piéce étant simple, 'amélioration est trés faible. Pour les inserts régulés a 50°C, 'amélioration est encore plus
faible. ’optimisation ayant été réalisée avec de I'eau a 30 °C, il est probable que 'optimum dans le cas de ’huile
a 50°C soit différent. En effet, la taille de I’ellipse a une influence importante sur 1’écoulement de I’huile qui est
plus visqueuse que 'eau.
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Fi1G. 5.86 — Répartition de la température a la surface
du moule régulé a 50°C aprés 10s de refroidissement

Fi1G. 5.85 — Répartition de la température a la surface
du moule régulé a 30°C apreés 10s de refroidissement

169



En conclusion, la comparaison des résultats de simulation aux mesures expérimentales montre un assez bon
accord. Les écarts constatés sont de I'ordre de 5°C maximum mais ils pourraient sans doute étre diminués en
ameéliorant le modéle pour prendre en compte plus fidélement le cycle d’injection.

L’optimisation appliquée & ce moule simple permet effectivement de réduire le temps de refroidissement.
Pour mieux valider le modéle d’optimisation expérimentalement, il serait toutefois préférable de I'appliquer &
une géomeétrie plus complexe présentant des zones difficiles a refroidir.

Conclusion

La procédure d’optimisation a été appliquée & des exemples stationnaires et transitoires. Le premier exemple
a permis de retrouver des tendances semblables a celles obtenues dans la littérature. Le deuxiéme exemple pré-
sente en plus une optimisation transitoire totalement réalisée par éléments frontiéres en 2D.

Ces exemples ont permis de montrer 'importance du modeéle (par exemple le choix du coefficient d’échange)
et de l'objectif sur les résultats. La prise en compte des contraintes a également été étudiée. Les résultats
montrent que la méthode d’optimisation est plus adaptée aux contraintes linéaires qu’aux contraintes non li-
néaires mais ces derniéres sont plus simples & mettre en ceuvre pour des géométries complexes.

Le probléme des minimums locaux a également été abordé. La méthode d’optimisation choisie est peu fiable
lorsque la fonction présente plusieurs optimums. La seule solution (autre que de changer de méthode) pour
essayer de trouver I'optimum global consiste a répéter la procédure avec plusieurs points initiaux.

Enfin, la comparaison des résultats de simulation avec des mesures expérimentales sur une géométrie simple
a montré des résultats encourageants (avec une différence maximale de température en surface du moule de
Pordre de 5°C). Une amélioration de leur précision pourrait sans doute étre obtenue en modifiant les modéles
thermiques utilisés.
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Conclusion générale et perspectives

Conclusion

La phase de conception des moules d’injection est particuliérement importante pour la production en grande
série de piéces injectées de qualité avec un temps de cycle le plus court possible. Dans ce travail, nous nous
sommes plus particuliérement intéressés a I'optimisation de la régulation thermique des moules. L’objectif de la
thése était donc de disposer d’'un outil de simulation des transferts thermiques lors de I'injection et de 1'utiliser
pour mettre en place une procédure d’optimisation de la géométrie du systéme de refroidissement.

L’application actuelle permet 'optimisation de la géométrie des canaux de refroidissement sur des sections
2D du moule. Cette optimisation peut étre basée sur un calcul stationnaire ou transitoire, plus long mais plus
réaliste, des transferts thermiques lors de l'injection. Elle permet de déterminer les valeurs optimales de la taille
et de la position des canaux de refroidissement dans le moule mais également des paramétres de la régulation
thermique comme la température du réfrigérant.

Une étude bibliographique a permis de faire un bilan des modéles thermiques relatifs a l'injection plas-
tique disponibles dans la littérature. Cette analyse a permis d’établir les équations des problémes de transfert
thermique stationnaire et transitoire lors du refroidissement. Le modéle stationnaire permet de déterminer les
performances d’un moule lors d’'un cycle quasi-stationnaire. Le modéle transitoire permet au contraire d’éva-
luer les évolutions de température dans le moule et le polymére au fur et & mesure des cycles d’injection. Des
hypotheéses simplificatrices sur les comportements thermiques des matériaux, les phénomeénes de transfert par
convection a la surface des canaux et les échanges a l'interface moule/polymére ont permis de se ramener &
la résolution de problémes thermiques linéaires. La comparaison des résultats numériques aux mesures expé-
rimentales fait apparaitre un écart d’environ 5°C sur les températures en surface du moule. Les évolutions de
température simulées pourraient étre plus précises en modifiant certaines hypothéses simplificatrices des mo-
déles, comme la prise en compte du remplissage ou des sources de chaleur dues & la solidification du polymeére.
Ces modeéles simplifiés permettent néanmoins de retrouver les mémes effets de la géométrie des canaux de re-
froidissement ou de la température de régulation.

La résolution des problémes thermiques par la méthode des éléments frontiéres, associée a la méthode de la
réciprocité duale pour la résolution des problémes transitoires, a été programmée dans l’environnement Matlab®
de maniére & permettre un couplage facile avec une méthode d’optimisation. La géométrie du moule a donc été
paramétrée pour permettre un remaillage automatique en fonction des parameétres d’optimisation géométriques.
La méthode de calcul stationnaire a montré une bonne précision des résultats sur les frontiéres du domaine
méme pour un maillage grossier de la frontiére. Ce résultat est intéressant pour une application en optimisation
pour laquelle seuls les résultats sur la frontiére sont utilisés. Il est alors possible de réaliser trés rapidement un
grand nombre de calculs pour des géométries différentes.

La méthode de la réciprocité duale multi-domaines a été utilisée avec succés pour simuler les transferts

thermiques transitoires couplés dans le moule et le polymeére, alors que jusqu'’ici elle n’avait été appliquée que
dans le moule. Toutefois, cette méthode est plus délicate & mettre en place pour résoudre les problémes tran-
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sitoires. Des maillages plus fins et des points internes en nombre suffisant sont nécessaires pour obtenir une
convergence du calcul et une bonne précision, ce qui se traduit par des temps de calcul beaucoup plus longs.
Des problémes surgissent également lors du choix des paramétres de résolution, comme le pas de temps ou les
fonctions d’interpolation radiale. Selon la géométrie et les propriétés thermiques des matériaux, des ajustements
peuvent s’avérer nécessaires. Cette méthode conserve toutefois 'avantage d’un remaillage simplifié par rapport
a une méthode par éléments finis.

Le couplage avec la méthode d’optimisation a nécessité la définition des objectifs, des parameétres et des
contraintes liées au procédé d’injection. Des objectifs influant sur le temps de refroidissement et les répartitions
de température dans la piéce et le moule ont donc été retenus. La prise en compte des contraintes géométriques
est assez délicate. Des contraintes linéaires permettent une optimisation plus rapide et fiable mais imposent des
restrictions importantes sur les solutions possibles. Au contraire, des contraintes non linéaires sont plus faciles a
définir et permettent plus de liberté sur les paramétres mais la méthode d’optimisation est alors moins efficace
et conduit & un nombre d’itérations plus grand et des résultats moins fiables. Enfin, deux méthodes d’analyse
de sensibilité ont été intégrées. La méthode par différences finies, méme si elle est un peu moins précise, s’est
montrée plus rapide que la méthode par différentiation pour des problémes présentant un grand nombre d’élé-
ments.

Les premiéres applications de la procédure ont permis de retrouver des résultats de la littérature pour les
problémes stationnaires et de réaliser des optimisations transitoires semblables a celles de la littérature (mais
utilisant la méthode des éléments finis). Bien que plus longue, 'optimisation peut alors étre basée directement
sur les évolutions de température de la piéce.

Perspectives

Cette étude a constitué une premiére approche du probléme et de nombreux axes d’évolution sont possibles
pour poursuivre ce travail, en particulier, sur la modélisation des transferts thermiques lors de l'injection, la
méthode de résolution par la méthode des éléments frontiéres ou encore sur 'optimisation.

Modélisation

En ce qui concerne la modélisation transitoire des transferts thermiques lors de I'injection, il est certain que
les modéles proposés ici peuvent étre améliorés. On pourrait en particulier envisager de mesurer expérimentale-
ment la valeur de la résistance thermique de contact entre le moule et le polymére lors de 'injection. Les valeurs
mesurées pourraient alors étre utilisées numériquement. D’autre part, Putilisation de Moldflow®, par exemple,
pourrait étre envisagée pour déterminer la distribution de température dans la piéce a la fin du remplissage
et utiliser cette donnée comme condition initiale du calcul thermique. Enfin, le retrait pourrait également étre
calculé, dans un premier temps de maniére analytique en considérant les variations de température dans 1’épais-
seur de la piéce de maniére & remonter au retrait et aux variations de la résistance thermique de contact due a
la lame d’air entre le moule et le polymére. Un calcul thermo-mécanique complet dans le moule et le polymére
pourrait enfin étre envisagé pour prendre en compte le plus fidélement possible les variations de volume de la
piéce et les évolutions du contact entre le moule et le polymére.

L’utilisation de propriétés thermiques variables, en particulier pour le polymeére, pourrait permettre d’affiner
également la modélisation. Plus particuliérement, la prise en compte des sources de chaleur dues a la solidifi-
cation et & la cristallisation éventuelle aurait certainement de I'influence sur I’évolution de température dans la
piéce. La prise en compte de ces hypothéses nécessiterait ’adaptation du logiciel pour résoudre des problémes
non linéaires et prendre en compte ces sources de chaleur aux points internes.
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Enfin, la prise en compte de la convection a la surface des canaux de refroidissement pourrait également étre
améliorée par un calcul d’écoulement dans les canaux de refroidissement dans le cas d’un calcul 3D. Le calcul
thermique couplé pourrait alors permettre de prendre en compte les variations de température le long du circuit
mais surtout les variations des transferts de chaleur selon ’écoulement plus précisément qu’avec les corrélations
utilisées.

Résolution numérique

L’évolution & une résolution 3D semble nécessaire pour une véritable application industrielle de 'optimisa-
tion afin de pouvoir gérer des géométries complexes. Le passage & une dimension supplémentaire pour le calcul
stationnaire semble assez simple & réaliser, puisque les solutions fondamentales du probléme sont connues. Dans
le cas d’une résolution transitoire, I’application de la méthode de la réciprocité duale pourrait étre plus délicate,
notamment pour le choix des points d’intégration & I'intérieur du domaine. Dans les deux cas, on doit toutefois
s’attendre & des temps de calcul longs du fait de I'assemblage des matrices pleines.

Pour le couplage avec une méthode d’optimisation, le passage en 3D nécessitera également le remaillage
automatique des surfaces. Méme s’il est plus simple qu'un remaillage complet du volume, il est nécessaire de
disposer d’un outil de maillage de surfaces d’une géométrie 3D a partir de paramétres géométriques.

Optimisation

La méthode d’optimisation utilisée (SQP) s’est montrée efficace pour les cas simples traités en prenant
quelques précautions, en particulier pour les choix des parameétres initiaux. Toutefois, dans le cas d’une appli-
cation a probléme industriel, éventuellement en 3D, comportant de nombreux paramétres et probablement des
contraintes non linéaires dues a la géométrie complexe, la probabilité d’obtenir un optimum global est plus faible.

Le choix d’une méthode d’optimisation est alors difficile car elle doit pouvoir garantir 'obtention d’un opti-
mum global mais avec un nombre de calculs limités. L’utilisation de méthodes hybrides combinant une méthode
aléatoire, comme les algorithmes génétiques, pour s’approcher de 'optimum et une méthode mathématique pour
affiner le résultat semble la plus appropriée dans ce cas.

En ce qui concerne la prise en compte des contraintes, 'utilisation de la distance entre les différentes fron-
tiéres du moule comme proposé dans cette étude semble le moyen le plus simple de s’adapter a des géométries
complexes. Toutefois, la méthode d’optimisation actuelle est peu adaptée a cette forme de contraintes. L’utili-
sation de méthodes hybrides pourrait encore permettre de résoudre ce probléme plus efficacement.

Un premiére étape dans 'adaptation de l'optimisation aux problémes 3D pourrait consister a réaliser le
calcul sur un moule infini, ce que permet la méthode des éléments frontiéres : seules les surfaces des canaux et
de la cavité moulante sont modélisées. A chaque étape de I'optimisation, seules les surfaces des canaux doivent
étre remaillées, alors que la surface de la cavité moulante n’est pas modifiée.

Enfin, avant d’envisager une optimisation de la géométrie en 3D pour des piéces complexes, une optimisation
par tranches sur plusieurs sections du moule pourrait aujourd’hui facilement étre réalisée & partir du logiciel
actuel.

Un des parameétres non pris en compte dans l'optimisation, bien que trés important, est le nombre de
canaux de refroidissement. Le changement du nombre de canaux implique en effet une modification du modéle
de calcul assez simple & mettre en place (en particulier des domaines de calcul et du nombre de frontiéres,
élément important pour la résolution par la méthode des éléments frontiéres) mais également une modification
du nombre de paramétres d’optimisation, ’apparition ou la disparition de contraintes et surtout 1'utilisation
d’un parameétre entier (le nombre de canaux). La prise en compte de ce paramétre est donc impossible avec la
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méthode d’optimisation utilisée actuellement et nécessiterait une méthode d’optimisation en nombres entiers ou
une méthode aléatoire.

Validations expérimentales

La validation expérimentale des calculs thermiques devrait elle aussi étre améliorée. Les mesures de tempé-
rature dans le polymére pendant ou aprés I'injection semblent difficiles a effectuer. On pourrait toutefois prévoir
une mesure de température en surface de la piéce au moment de 'ouverture de moule ou juste apres I’éjection.

En ce qui concerne le moule, il serait judicieux de combiner les mesures en surface du moule & des mesures
en profondeur pour valider pleinement la simulation de la conduction dans le moule. Il pourrait également étre
intéressant d’utiliser un capteur de flux qui permettrait de vérifier I’hypothése de densité de flux imposée pour le
calcul stationnaire. Un capteur de flux serait également un autre moyen de comparer les géométries de moules,
non plus en terme de température a la surface du moule mais en terme de flux extrait du polymére.

Enfin, pour valider 'optimisation, I'application de la procédure & une géométrie complexe industrielle serait
intéressante, éventuellement en utilisant la méthode par tranches évoquée précédemment.
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Annexe A

Récapitulatif des modéles thermiques
utilisés

Calcul Stationnaire
Equation de la chaleur :
VM € Qu, VI(M) =0
e) 0) d/ Sy /My Conditions aux limites :
VM € To, Ay VT (M) = hp (T(M) — Tr)
VM €Ty, VT(M).ii =0
—MVTL01 = AV Ta.0i
Ty — To = MRas, o, V1100
VM €Ty, A\uVT(M).7i = ¢p

g e

Qn

e O~

O VMGEMl/MQ,

Calcul Transitoire
Equation de la chaleur :
VM € QM, pMCpM 8T£§tM) = )\M62T(M)

VM € Qp, ppCppaTa(iw) = )\pﬁQT(M)

T'g I'ec
\ Conditions aux limites :
O O Q/ Sary /ry VM €T, Ay VT(M).it = h (T — Too)
o, D A VM € Tp, VI(M).i =0
I — M VTya7) = AV Ty
\ O O\\QP VMGEMl/Mm ! 1-M 2 2?2
O T1 - TQ = >\1RM1/M2VT1.TL_i
7)\1\/16111\/[.717\/[ = )\pﬁTp.n}—)

VM € X p, ,
Ty —Tp = =AMRuy/pVTynig

Conditions initiales :
VM € Qp, T(M,t}) = Tin;
T(Mv tzl) =Ty

VM € Q]V[,
Vn=2,3---N, T(M,t})=T(Mt} ")
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Annexe B

Principe du passage de I’équation
intégrale frontiére au systéme d’équations
de la méthode des éléments frontiéres

L’équation de la chaleur sous sa forme intégrale frontiére s’écrit :
T +/Tq* dl’ = / qT™ dl’ (B.1)
r r

Apres division de la frontiére en N, éléments, on obtient donc ’équation intégrale discrétisée suivante :

N Ne
ciTZ—+Z/ Tq*dF:Z/ ¢T*dr (B.2)
j=17T; j=17Tj

Cette équation appliquée a tous les points de collocation de la frontiére conduit & un systéme d’équations
linéaires. Selon le degré d’interpolation des éléments, le principe de passage & ce systéme varie légérement.

Eléments constants La frontiére I est discrétisée a ’aide de N, éléments constants I';. Le point de collocation

1 est placé successivement en chaque nceud de la frontiére. Le facteur de forme ¢; est dans ce cas toujours égal
a 3. L’équation intégrale frontiere (B.2) peut se mettre sous la forme discrétisée :

N, N,
1 . .
—Ti+ZTj/ ¢ dF:qu/ T* dr (B.3)
2 j=1 71 j=1 7T

J J

n notant G;; = | e ii = 50i; + [ q = 50;; + AZ--, ’équation peut se mettre sous la forme :
En notant Gi; = [, T*dl et Hij = 50,5 + [ ¢* dl' = 36,5 + Hyj, 1 t t tt la f
J J

N. N.
Y TiH; =Y q,Gi (B.4)
j=1 j=1

soit sous forme matricielle :

[HI{T} = [G]{q} (B.5)

ou [G] et [H]| sont des matrices de taille N, x N,.
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Sur chaque élément I';, on connait soit la température 7', soit le gradient de température selon la normale g.
11 est possible de mettre le systéme d’équations linéaires (B.4) & N, inconnues sous la forme (B.6) en regroupant
les inconnues dans un vecteur { X} et les conditions aux limites connues dans le second membre F'.

[AJ{X} = {F} (B.6)

N valeurs de T sont connues sur les éléments j; € I'r et No valeurs de g sont connues sur les éléments
j2 € I'y. Le systéme (B.4) s’écrit donc :

Hiji -+ Hya - : =1 Giyjr - Gia - : (B.7)

En regroupant les inconnues dans le premier terme et les conditions limites connues dans le second terme, on
obtient :

T
. — HijiT), + Gijagjo
~Giji -+ Hijo = e = (B.8)
: : 13,
On obtient donc la forme (B.6) avec :
Aijp = —Gijn Aijo = Hijo
Tj1 = qj1 Tjo = Tj

Fi=—HiaTii + Gijaqjo

La résolution de ce systéme d’équations linéaires permet alors d’obtenir les températures et gradients de
température sur la frontiére du domaine. Le calcul des flux selon les directions du plan est obtenu par projection
du gradient de température ¢ et multiplication par la conductivité thermique A.

Eléments linéaires On discrétise la frontiére I' en N, éléments linéaires (continus ou discontinus) I';. L’équa-
tion intégrale frontiére (B.1) peut se mettre sous la forme :

N. Ne
Ty + E / Tq" dl' = E / qT™* dl’ (B.9)
j=171 =171

Les intégrales sont calculées en se ramenant a une intégrale sur un élément de référence (défini entre € = —1
et £ = 1) par I’équation (B.10) ou J; est la matrice Jacobienne de passage de ’élément j a I’élément de référence.

e=1
[orar= [ aenyre ae (B.10)
Ly £=
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Pour les éléments 1D considérés, on a det(J;) = % ott L; est la longueur de I'élément j. L’équation précédente
peut donc se mettre sous la forme :

Ne r 01 Ne 1
i35 [ Ten©u=37 [ a0 (B.11)

Pour les éléments linéaires (continus ou discontinus), les températures et gradients s’expriment & partir
des températures et gradients aux nceuds sous la forme (B.12) ou les fonctions Ny et Ny sont les fonctions
d’interpolation continues ou discontinues et 77, T3, ¢] et g3 sont les températures et gradients de température
aux points d’interpolation de I’élément j.

T (&) = N (§)T! + No()TJ

: . (B.12)
a(€) = N1(&)q1 + N2(§)a
On note alors :
Ly (! Ly (!
my= 72 [ Mme@e©a 6= [ meriede
—1 —1
| | (B.13)
m= 2 [ M@e©d = [ Naeried
—1 —1
L’équation intégrale discrétisée s’écrit finalement pour les éléments linéaires :
Ne 9 Ne 7
aTi+ Y (HSHG)S “L 8= (GG ™ (B.14)
T T T J
j=1 2 j=1 a3

Eléments linéaires continus Dans le cas des éléments linéaires continus, 77 = T} et T3 = T}, et

de méme, q{ = qg et q% = qg 41 Pour chaque nceud, une température unique est définie mais un gradient de
température est défini selon la normale a chaque élément (figure B.1) :

Tjjf1 = Tjj = T mais q§71 # qg (B.15)

4q;

Elément j — 1
Elément j

Fia. B.1 — Définition des degrés de liberté du noeud j dans le cas d’éléments linéaires continus

On obtient donc le systéme matriciel (B.16) ou [H] est de taille N. x N, et [G] est de taille N, x 2N,.

[H{T} = [G]{q} (B.16)

Ce systéme est équivalent a celui obtenu avec des éléments constants mais avec une matrice G de taille différente.
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Toutefois un certain nombre de difficultés peuvent apparaitre :
— il est nécessaire de calculer le facteur de forme ¢; pour chaque point i ou la frontiére n’est pas réguliére;
— si deux éléments consécutifs ont une condition limite en température de valeur différente, il est impossible
d’imposer deux températures au nocud commun & ces deux éléments ;
— si deux éléments consécutifs ont une condition limite en température et la frontiére n’est pas réguliére,
il est impossible de déterminer les gradients de température normaux aux deux éléments sur le noeud
commun (pour une frontiére réguliére, les normales aux éléments j et j — 1 au nceud j sont identiques
donc qg_l = qj)
Une adaptation peut donc étre nécessaire pour résoudre les problémes comportant des conditions aux limites
en température. L'utilisation d’éléments linéaires discontinus est une des méthodes pour s’affranchir des ces
inconvénients. Pour tous les autres cas (flux imposé sur au moins un des deux éléments consécutifs ou frontiére
réguliére), on se rameéne a un systéme (B.17) a N, inconnues et N, équations par regroupement des inconnues
et conditions limites.

[A{X} ={F} (B.17)

Condition limite de Neumann : le gradient de température est connu sur les deux éléments entourant le
nceud j. La seule inconnue au noeud j est la température 7.

X; =1T;
Aij = HZIJ + HEJ + 5ijCi (B.IS)
) —

Condition limite mixte : '
Cas 1 : La température (T;) et le gradient selon la normale & I’élément j (gj) sont connus au nceud j.

L’inconnue est le gradient selon la normale & I’élément j — 1 (qg_l).
Xj = q;’—l
Ay =G5, (B.19)
Fi=— (Hj+ H} + 6ije)T; + GLg) + -+

Jj—1

7 ) sont connus au nceud j.

Cas 2 : La température (7;) et le gradient selon la normale a 1’élément j — 1 (g

L’inconnue est le gradient selon la normale & I’élément 7 — 1 (qj ).
Xj = qg
Ay = -Gy (B.20)

Fi:"'7(Hilj+Hi2j+5ijci)Tj+G?j,1qjil+"'

Eléments linéaires discontinus Le cas des éléments linéaires discontinus est semblable a celui des élé-

ments constants. ¢; = % pour tous les points de collocation i de la frontiére. On se raméne directement a la
forme matricielle (B.21) ou [G] et [H] sont des matrices de taille 2N, x 2N,.

(H{T} = [G]{q} (B.21)

En introduisant les conditions aux limites et en regroupant les inconnues dans le vecteur { X}, on obtient le
systéme linéaire de 2N, équations & 2N, inconnues :

(A {X} ={F} (B.22)

188



Calcul numérique des intégrales Pour calculer les intégrales sur un élément 1D, on se raméne au calcul
sur un élément de référence 1D (£ = —1 a £ = 1). L’intégrale d’une fonction f s’écrit alors :

[ rar= [ s ae (B.23)
r; 1

Jj est la matrice jacobienne de la transformation. Pour les éléments 1D, le déterminant de la matrice jaco-

bienne est det(J;) = %

L’intégrale est alors calculée sur 1’élément de référence par une quadrature de Gauss :

1 Ng
[ det(1)7(0) de = det( ) Y wnf ) (B.24)
k=1

—1

& | -0,8611363 | -0,339981 | 0,339981 | 0,8611363
wyr | 0,3478548 | 0,6521451 | 0,6521451 | 0,3478548

TAB. B.1 — Poids et abscisses pour Ng = 4

Lorsque le point de collocation appartient & I’élément, le calcul numérique des intégrales G et H conduit &
une erreur importante. La distance r tend en effet vers 0, ce qui conduit & une singularité. Dans ce cas, le calcul
peut étre effectué analytiquement comme ’ont montré Brebbia [103] et Paris [104].

Pour des éléments constants, on a :

L; 2 1
=5 |In| — 1 t Hy = B.2
G 5 {n (Li) + ] e 5 (B.25)
Pour des éléments linéaires continus, un noeud appartient & deux éléments. On a donc :
1 L1 (3 1 1
- —1 -+ =1 B.2
LZ 1 (4 ) Gn 1 27T (4 + 2 n Ll_l) ( 6)
L, /3 1 L; (1 1 1
L= (24 -m— 2= (4 -In— B.2
Gii = o (4+2 LZ-) izt (B-27)

En supposant un domaine de température uniforme dont toutes les frontiéres sont soumises & un flux nul,
on peut écrire [H|[I] =0 d’ou :

Hiyj=ci+Hj;+ H}, = — ZHij (B.28)
J#

Cette formulation de plus permet de ne pas avoir a calculer le facteur de forme ¢ pour chaque point de collocation.

Pour des éléments linéaires discontinus, on a deux neeuds (i = 2j — 1 et ¢ = 2j) par élément j. Les termes
des matrices G et H correspondant s’écrivent :

—L;

1 _
C2% 10 = ST = f = )

(M= f1 = f2) (filn(fil;) + (1 = f1) In((1 = f1)L;) — 1)

l\’)l»—t

43 (WAL — 0= AP - L)+ 50 -20)) ) (B20)

189



2 _
Gy =

T
Gy =

G2

o
Hyjvj =

j
4n(1 — f1— f2)

% = S (= [, = o)

J — )% In((1 — N f21n _1 _
i (0= P - 2z - AL - 50 -20) (B.50)

(- P L) - D) - 50 -20) (B.31)

L (1= fi— fo) (faln(foy) + (1~ fo) (1~ fo)L5) — 1)

+% <f22 In(foL;) = (1= f2)*In((1 = f2)L;) + %(1 - 2f2))> (B.32)

2 o 1
Hyj 5= H.

2 =H3;,; =0 (B.33)
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Annexe C

Calcul des solutions a I'intérieur des
domaines par la méthode des éléments
frontiéres

Apreés la résolution sur les frontiéres, on cherche a calculer les solutions (températures et gradients de
température) a intérieur du domaine. Pour cela, on applique I’équation intégrale discrétisée (C.1) a chacun des
points internes ot la solution est cherchée.

Ne Ne
ciTZ—+Z/ Tq*dF:Z/ qT*dl (C.1)
j=171 j=171

Le détail des calculs pour chaque type d’élément est présenté ci-dessous.

Eléments constants En utilisant la méme discrétisation que pour le calcul sur la frontiére, on a directement
la température d’un point interne :

N, N
_ZHijTj +2Giij (C.2)
j=1 j=1

Les températures T} et gradients g; sont désormais tous connus sur la frontiére et il ne reste donc a évaluer
que les termes H;; et G;; pour chaque point de calcul ¢ intérieur au domaine.

T et g sont constants sur un élément donc g—g = gz = 0 pour tout point de la frontiére. Le gradient de

température dans les directions x et y s’écrit donc :

N,

=S [ G- zT S ©3)

qu FvaT*dr ZT ai (C.4)

n, et n, sont les composantes selon z et y de la normale sortante & 1’élément, % = "= ou r, est la composante

T
selon z de 7, g—; = ~% ol r, est la composante selon y de r.

191



Les dérivées de T™* et ¢* par rapport aux directions du plan sont facilement calculables analytiquement :

0 (L l)o Lo

dr Oz \ 2« n 2mr Ox
o0 0 (1ay_ 1 ([onN ] oror )
or Oz \2wr2)  2mr2 ox * ox oy Y
oT _ 0 (1, 1y _ 1o
oy Oy r)  2mrdy
(C.6)

0 _ 0 (1N _ -1 ([, (o _|
oy Oy \2mr2)  2m? oy
Il reste donc a calculer numériquement les intégrales sur tous les éléments pour chaque point interne.

Eléments linéaires Pour les ¢léments linéaires, 'équation (C.1) discrétisée s’écrit :

Ne T Ne j
=S mha2) Tt A (ehey T (C.7)
=1 7y =1 @

Les températures Tj et les gradients ¢/ étant connus sur tous les éléments j de la frontiére, il reste & évaluer

les termes Gw’ ij, l], H pour chaque point interne 7 ot I'on désire obtenir les résultats.

Le calcul des flux aux points internes se fait directement par dérivation de I’équation précédente selon les

deux directions du plan :

N Tj Ne qj
T lx 2x

Gie = — »_ (daif dgi}) 1] + ) (dT;" dTT) i

J=1 T j=1 42
(C.8)
Ne 2 Tj e 1 2 qj
i—1 T] =1 qj
J 2 J 2
avec pour m = xr ou y :

L, [&! aT*(€) L [ T (€)
tm _ Lj or 5 2m _ 2 )
AT = /_ Ni(€) =52 de dT; 5 /g__1 Na (&)=, = d¢

L; [ dq* () L [~ 9q*(€)
Im _ =J 2m _ Z2J
dgl" = / Ny(€) =5 de dg;; 5 /E . Na(§)—5 = dg

192



Annexe D

Discrétisation de I’équation intégrale pour
la méthode de la réciprocité duale

L’équation intégrale obtenue par application de la méthode de la réciprocité duale & I’équation de la chaleur
en transitoire s’écrit :

Nn+N1i
ciTi—I—/Tq* dF—/qT* dl = Z Qg (cmk+/fkq* dF—/qkT* dr) (D.1)
I I I I

k=1

En discrétisant la frontiére en N, éléments, I’équation intégrale (D.1) devient :

Ne Ne
ciTi—f—Z/ Tq*dF—Z/ qT* dl' =
j=17T j=17T

Nn+N1i Ne Ne
> ciTiHZ/ Trq* deZ/ @I dl' | (D.2)
k=1 j=17Ti =171y

Eléments constants Si 'on utilise des éléments constants sur la frontiére, le nombre de noeuds est égal au
nombre d’éléments N, = N,,, ¢; = % pour un point ¢ de la frontiére et 1" et ¢ sont constants sur I';. Les fonctions
T et q sont connues mais pour faciliter le calcul du second membre, on les considére également constantes par
éléments (ce qui permet de réutiliser les intégrales H;; et G;; calculées pour le premier terme). On note toujours
Hij =16+ frj ¢t dl et G;j = frj T*dI', on a donc pour un point 7 sur la frontiére :

Ne Ne Ne+Ni Ne Ne
Z HijTy — Z Gijq; = Z Z HiTj, — Z GijQjk | o (D.3)
J=1 Jj=1 k=1 j=1 Jj=1
Pour un point ¢ a 'intérieur du domaine, ¢; = 1. L’équation intégrale s’écrit alors :
Ne Ne Ne+Ni Ne Ne
T; + Z H;;T; — Z Gijq; = Z T + Z H;Tj, — Z Gijdjk | o (D.4)
J=1 J=1 k=1 j=1 j=1

En regroupant les systémes obtenus pour les N, points de collocation sur la frontiére et les IV; points de
collocation a I'intérieur du domaine, on obtient finalement un systéme de taille (N, + N;) que 'on peut mettre
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sous la forme :

Hy 0 Tt Gy 0 q’
(NeXNe) (NE:XNL') (Ns') (NeXNe) (NE:XNL') (Ns')
Hi I Ti Gi 0 0
(NixNe) | (NixN;) (N:) (NixNe) | (NixN;) (N:)
Hy 0 T/
(NEXNe) (NEXN'i) (NeX(NeJFNi))
H; I Ti
(NiXNE) (NlXNL) (NLX(NeJer))
Gf 0 Qf (0%
(NexNe) | (NexN;) (Nex(Ne+N;)) (Ne)
(D.5)
Gi 0 0 «
(NixNe) | (NixNi) (Nix(Ne+Ny)) (Ni)
ce qui s’écrit plus simplement :
[H]{T} - [G]{a} = (1#] [T] - [6][Q)] ) {a} (D.6)

Eléments linéaires discontinus Le passage aux éléments linéaires se fait comme pour le calcul stationnaire.
Les fonctions T et G sont également interpolées linéairement sur les éléments pour utiliser les mémes intégrales
Hllj , U , GllJ et GQJ dans le premier et le deuxiéme terme.

Pour un point de collocation i de la frontiére,

N, N
in Z (HY. H2) Tj1 (@l azy ] e
2" . |
j=1 2j j=1 q2j
IN.+N; N, e Ne -
a Z Hl H2 2Aj—1k <G1 G2> q2j—1k (D.7)
k=1 j=1 Toji j=1 Gojk
Pour un point de collocation ¢ & I'intérieur du domaine,
N, T N, ‘
1 772 2j—1 1 2 2j—1
T+ ) (H; Hj) ’ -GG
j=1 T, j=1 q2;
2N.+N; N, 7 N, .
ap | T+ > (HY HEY S T2 (cHTc-AR S (D.8)
k=1 j=1 Tajk j=1 G251k
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En regroupant les systémes obtenus pour les 2N, points de collocation de la frontiére et les N; points de

collocation a l'intérieur du domaine,

Ce systéme se met sous la méme forme qu’avec des éléments constants :

[H]{T} - [G]{a} = (1H] |T] - (61 ]Q] ) {a}
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Hy 0 Tt Gy 0 q’
(2Nex2Ne) | (2NexN;) (2N¢) (2NeX2Ne) | (2Nex N;) (2Ne¢)
Hz' I Ti Gi 0 0
(N%XQNE!) (N%XNi) (Nl) (N%XQNE!) (NLXNL) (Nl)
Hy 0 s
(2Nex2N.) | (2NexN;) (2N X (2N+N,))
H; I Ti
(NiXQNe) (NLXNL) (NLX(QNeJrNL))
Gy 0 Qf @
(2NeX2Ne) | (2Nex N;) (2Ne X (2Ne+N5)) (2Ne)
Gi 0 0 «
(Nix2Ne) | (NixNi) (Nix(2Ne+N;)) (N:)

(D.10)






Annexe E

Méthodes d’optimisation non linéaires
sous contraintes

On cherche & résoudre un probléme de minimisation non linéaire sous contraintes non linéaires. D’une
maniére générale, ce type de problémes peut se mettre sous la forme (E.1) ou f est la fonction objectif, g sont
les contraintes inégalités et h les contraintes égalités. Les fonctions f, g et h sont supposées non linéaires.

min f(z)

gi(x) <0 Viel={1,2,---,m,} (E.1)

Selon les propriétés des fonctions f, g et h, différentes méthodes sont envisageables pour résoudre ce pro-
bléme :
— les méthodes déterministes de programmation mathématique qui comprennent :
— les méthodes de programmation mathématique utilisant les dérivées des fonctions f, g et h,
— les méthodes de programmation mathématique n’utilisant pas les dérivées,
— les méthodes non déterministes basées sur une exploration plus ou moins aléatoire de I’espace des solutions.

E.1 Optimisation par programmation mathématique

Etant donné le type de problémes que I'on cherche & résoudre (a priori non linéaires), seules les méthodes
d’optimisation non linéaire sans et avec contraintes seront détaillées ici. De plus, on suppose que la fonction et les
contraintes sont différentiables (si les dérivées analytiques ne sont pas connues, on les calculera par différences
finies). On ne s’intéressera donc qu’aux méthodes utilisant les informations sur les gradients. Ces méthodes
permettent d’utiliser plus d’informations sur les fonctions & optimiser et sont donc généralement plus efficaces.
Pour plus de détails sur les autres méthodes, on pourra se reporter par exemple aux ouvrages de Minoux [146]
ou Fletcher [147].

E.1.1 Meéthodes d’optimisation non linéaire sans contraintes

La compréhension des méthodes d’optimisation non linéaire sans contrainte est nécessaire a I’étude des mé-
thodes d’optimisation non linéaire sous contraintes. Certaines méthodes utilisent en effet les mémes algorithmes
de base, la méthode globale étant modifiée pour prendre en compte les contraintes.

On cherche donc dans un premier temps a résoudre le probléme (E.2) ou la fonction f est non linéaire.

min f(z) (E.2)
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Aprés un rappel des conditions d’optimalité, on présentera rapidement les méthodes de gradient (méthodes
du premier ordre) et les méthodes du second ordre.

E.1.1.1 Rappel des conditions d’optimalité

Conditions nécessaires d’optimalité locale Si f(x) est une fonction deux fois contintiment différentiable
de R™, une condition nécessaire pour que x* soit un minimum local de f est :
— Vf(z*) =0 (2* est un point stationnaire)

2 *
— le Hessien V2f(z*) = {%xf S;; ,)} est une matrice semi-définie positive.
10T

Conditions suffisantes d’optimalité locale Si f(x) est une fonction deux fois contintiment différentiable
de R™, une condition suffisante pour que x* soit un minimum local de f est :

— Vf(z*) =0 (point stationnaire)

— le Hessien V2 f(z*) est une matrice définie positive

Fonctions convexes La fonction f(x) de R™ deux fois contintiment différentiable est convexe si le Hessien
V2 f(x) est semi-défini positif quel que soit z € R™. Dans ce cas, une condition nécessaire et suffisante pour que
x* soit un optimum global de f sur R" est que Vf(z*) = 0.

E.1.1.2 Meéthodes de gradient

Les méthodes de gradient utilisent les informations fournies par les dérivées premiéres de la fonction ob-
jectif. On considére donc une fonction f continue, & dérivées premiéres continues. Ces méthodes consistent &
chercher un point stationnaire x* (V f(2*) = 0) par des procédures itératives. A chaque itération k, on calcule
2kt = 2k + apdy, ot di, est la direction de déplacement choisie.

Le gradient V f(z*) étant la direction de la plus grande augmentation de f, on se déplace dans la direction
opposée :

\V4 k
gt = gh akM avec oy, > 0 (E.3)

IV f(=*)ll

Plusieurs méthodes se distinguent selon le choix de la distance parcourue ay.

Gradient & pas prédéterminé La suite des oy peut étre choisie a priori. On montre que la suite des z¥

converge vers z* sous certaines conditions (limg_ o, ax = 0 et Z:’;O ap = +00). Par exemple, on peut utiliser
ap = % mais la convergence de la méthode est trés lente.

Méthode de la plus forte pente A chaque itération k, ay, est choisi de maniére 4 minimiser f(z*—aV f(z*))
sur l'ensemble des o > 0 (par une méthode de minimisation unidimensionnelle). Les directions de descente
consécutives sont orthogonales et la vitesse de convergence peut donc étre trés faible pour des fonctions mal
conditionnées (vallées étroites et allongées).

Méthode de la plus forte pente accélérée A chaque itération k, on réalise p étapes de la méthode de la
plus forte pente pour obtenir un point %*. On réalise alors une minimisation unidimensionnelle dans la direction
dF = y* — 2%, La convergence de la méthode est accélérée par rapport a la méthode précédente en particulier
pour la minimisation de fonctions mal conditionnées mais elle est plus cofiteuse en nombre d’évaluations de la
fonction et des gradients.
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E.1.1.3 Meéthodes de second ordre

Les méthodes de second ordre utilisent en plus les informations fournies par les dérivées secondes de la
fonction f ou leurs approximations. On suppose que f est deux fois contintiment dérivable et que 1’on sait
calculer le gradient V f(z) et le Hessien V2 f(z).

Méthodes de directions conjuguées Un développement en série de Taylor au voisinage d’un optimum local
¥ permet d’écrire :

f@) = Ja) + 50— 2TV ) @ - o) (B.4)

2
avec V2 f(z*) défini positif en z* si f, (%: et % sont continues. Au voisinage de x*, la fonction f se comporte
alors comme une fonction quadratique strictement convexe. Les méthodes de directions conjuguées permettent

de déterminer 'optimum de ce type de fonction de n variables en au plus n étapes.

Soit q(x) = %ITAac—l—bTx—l—c une fonction quadratique quelconque. A partir d’un point initial 2°, on minimise
q(z) successivement suivant n directions linéairement indépendantes do, d1, ... , d,—1 mutuellement conjuguées
k+1

par rapport a la forme quadratique ¢(x). A chaque itération k, 1 = 2* + azdy ot oy, minimise g(2* + ady,).

L’optimum du probléme est alors :
n—1
" =20 + Z ad; (E.5)
j=0

Méthode du gradient conjugué pour les fonctions quadratiques Les directions successives sont ob-

tenues par combinaison linéaire du gradient Vgq(z") et des directions précédentes : diy1 = —Vq(zFt1) +
k41N\T
Ordy avec B, = W, la direction initiale étant ’opposé du gradient au point initial dy = —Vgq(2°). Le
k
kNT
pas & chaque itération est déterminé par oy = fw.
k

Meéthode de Fletcher et Reeves pour les fonctions quelconques La méthode est identique & la méthode

du gradient conjugué mais est applicable aux fonctions f quelconques. Les directions successives sont déterminées
a partir des gradients de f et des directions précédentes di 1 = —V f(2*t1) + Brdy avec By = W. Le
pas ai = min f(2* + ady) est obtenu par optimisation unidimensionnelle. La convergence de la méthode n’est
assurée que si I'on procéde périodiquement a une réinitialisation de la direction de déplacement & partir du

gradient.

Méthodes de Newton Au voisinage de 2¥, on remplace f par 'approximation quadratique q(z) = f(x*) +
Vf(@@F)(z — a*) + L(x — 2®)TV2 f(a*)(z — 2F). 2FF1 est alors le minimum de g(z) si Vg(zFt1) = 0 soit
gt = gk — [VQf(:ck)] -1 Vf(xF).

La convergence est obtenue en une itération lorsque la méthode est appliquée a une fonction quadratique
strictement convexe mais elle n’est pas assurée pour une fonction quelconque. Pour améliorer la convergence,

on peut introduire un pas ay : 25 = 2% —ay [V2f(2")] o V£(z).

Si le Hessien V2 f(x*) est non défini positif, la direction de déplacement n’est pas forcément une direction
de descente. La convergence globale n’est donc pas assurée mais on peut perturber le Hessien pour obtenir une
matrice définie positive (voir [146] pour plus de détails).
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Méthodes quasi-Newton (ou méthodes & métrique variable) Ces méthodes sont des généralisations

de la formule itérative de Newton. On remplace I'inverse du Hessien [V2 f (ack)} -t par une matrice approchée
‘Hj. définie positive.

A chaque itération k, ¢! = z* + aydy. On calcule donc une direction de déplacement dj = —Hka(ack)
et un pas ay = min f(z* + ady) et on met & jour la matrice H pour l'itération suivante. La suite des matrices
‘H}. converge l'inverse du Hessien.

On note §; = 21 — 2% et v, = Vf(aF+1) — Vf(2*). Plusieurs formules sont possibles pour approcher la
matrice H. En particulier, on pourra utiliser :

— l'algorithme de Davidon, Fletcher, Powell (DFP)

8k0F B Hivevd He

H = Hy + E.6
. ’ O T YEHrk (E6)
— l'algorithme de Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno (BFGS)
T T T T
Vi HeVk | 00 Ok Hi + Hi iy,
Hip1=H 1 — E.7
RERE [ T ] S O (D)

La matrice H est initialisée avec une matrice définie positive (matrice identité par exemple). Des matrices
successives définies positives (ce qui est assuré si 5,?% > () permettent de garantir des directions successives de
descente. De plus, la convergence globale peut-étre assurée en réinitialisant périodiquement la matrice H. Enfin,
I’algorithme BFGS est moins sensible que 'algorithme DFP & I’étape de minimisation unidimensionnelle pour
déterminer oy, et permet donc d’utiliser des méthodes moins précises et moins cotiteuses.

E.1.2 Meéthodes d’optimisation non linéaire sous contraintes non linéaires

On cherche maintenant a résoudre le méme probléme mais soumis a un certain nombre de contraintes (équa-
tion E.8) qui peuvent étre linéaires ou non et se présenter sous la forme d’égalités (fonctions h) ou d’inégalités
(fonctions g). On suppose que f, g et h sont des fonctions contintiment différentiables.

min f(z)

gi(z) <0 VielI={1,2---,m,} (E.8)
hJ(I)ZO VjEJ:{l,Q,"' ,mh}

On note X V’ensemble des solutions possibles (c’est-a-dire vérifiant les contraintes) :
X={zeR"/gi(x) <0 Viel et hj(xr)=0 VjeJ} (E.9)

Une contrainte active (ou saturée) est une contrainte inégalité pour laquelle 1’égalité est vérifiee. On note
I°(z) Pensemble des indices des contraintes actives :

I°(x)={ifiel gi(x)=0}UJ (E.10)
E.1.2.1 Rappel des conditions d’optimalité

Sous certaines conditions de qualification des contraintes qui ne sont pas détaillées ici (voir [146]), on peut
déterminer des conditions nécessaires d’optimalité.
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Conditions de Kuhn-Tucker pour des contraintes inégalités Une condition nécessaire pour que x* soit
un optimum local du probléme (E.8) avec J = () est qu'il existe des x; > 0 (Vi € I) tels que :

Via™)+ Z/@ngi(x*) =0
i€l (E.11)

Conditions de Lagrange pour des contraintes quelconques Une condition nécessaire pour que z* soit
un optimum local du probléme (E.8) est qu’il existe des k; > 0 (Vi € I) et des k; quelconques (V5 € J) tels
que :

i€l = (E.12)
kigi(z*) =0 Viel
Les k sont appelés mutliplicateurs de Lagrange. On note L(z, k) la fonction de Lagrange : L(z, k) = f(x) +
> ier Kigi() + > ¢ s Kihj(x). La condition de Lagrange s’écrit alors :

V. L(z", k) =0 (E.13)
kigi(z*) =0 Viel '

E.1.2.2 Meéthodes de directions réalisables

A partir d’'un point de départ x° satisfaisant les contraintes, on cherche une direction de déplacement d
réalisable telle que :

— un petit déplacement dans cette direction ne fait pas sortir de I’ensemble des solutions,

— f(z) diminue strictement.

Méthode du gradient projeté La méthode du gradient projeté est directement adaptée du cas sans
contraintes par projection sur la frontiére des solutions réalisables. On progresse alors le long de la frontiére en
suivant la direction de la plus forte pente projetée.

La direction de déplacement d* est calculée par projection de —V f(x) sur le sous-espace vectoriel tangent
a la surface définie par les contraintes saturées : d = ﬁ avec d = —PV f(z). L'opérateur de projection est

-1
01T 050T 0
P=1I- [%} %% [%} otl g° est le vecteur des contraintes saturées.

Le pas de déplacement dans la direction obtenue oy, est celui qui permet de minimiser f(2* + ay*) tout en
restant dans le domaine des solutions : oy, = min f(a* + ad”).

La convergence globale de la méthode n’est théoriquement pas assurée mais pratiquement, on observe toujours
une convergence dans le cas de contraintes linéaires.

Méthode du gradient réduit La méthode du gradient réduit est une généralisation de la méthode du
simplexe en programmation linéaire aux problémes non linéaires a contraintes linéaires (voir par exemple [146]
pour des détails sur la méthode du simplexe). On considére le probléme sous forme standard (équation (E.14)),
c’est-a~dire uniquement avec des contraintes égalités (les contraintes inégalités sont éliminées en introduisant
des variables d’écart).

min f(z)

Ar =b (E.14)
x>0
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Soit B une base extraite de A : A = [BN]. Le vecteur des paramétres peut s’écrire x = [xp xy]| et les
contraintes Bxp + Nz = b. Une variation de f pour un déplacement dr compatible avec les contraintes s’écrit

df = undxy avec uy = aij; - %B’lN (gradient réduit relativement a B).

A partir d’un point réalisable = [xp 2n], on se déplace dans une direction d = [dy dp] avec :
— la direction de déplacement relative aux variables indépendantes dy définie pour les indices hors base j
dj:Osidj>Oetxj:O
par . )
d; = —u; sinon

— la direction de déplacement suivant les variables de base dg = —B~ lyy.

Sidy = 0, les conditions de Kuhn Tucker sont vérifiées et on a atteint un optimum local (global si la
fonction est convexe). Si dy # 0, on cherche le pas o qui permet de minimiser f(z + ad).

Méthode du gradient réduit généralisé La méthode précédente peut étre adaptée aux problémes non
linéaires (objectifs et contraintes non linéaires mais contintiment différentiables). On utilise uy gradient réduit

-1
généralisé tel que df = uy.dey = (661); — (%) (6(1—93) (aigN)) dry.

-1
Le déplacement suivant les variables de base est alors dg = — (%) £3—in'

E.1.2.3 Meéthodes par résolution des conditions de Kuhn-Tucker
Les méthodes consistent a rechercher un point de Kuhn-Tucker (vérifiant les conditions nécessaires d’opti-

malité).

Méthode de Newton pour les problémes a contraintes égalités Dans ce cas, le probléme que 'on
cherche a résoudre peut s’écrire selon 'équation (E.15).

min f(z) Vi(x)+ Y #Vhi(z) =0
{ zeR™ = jeJ (E.15)
hj(z) =0 VjeJ hi(@)=0 VjelJ

La méthode de Newton est une méthode itérative qui consiste & linéariser au voisinage de z* le systéme
précédent. (zF+1, kFT1) est alors solution du systéme :

V@) + > kEVh(a®) + [ V2R + ) aEVPh(ah) | (@ = 2y + > D (EET = k5 VR (a*) = 0
JjeJ jeJ jeJ
hj(z*) + VhJT(:ck)(:EkJr1 —2") =0

(E.16)
En notant :
— HF = V2L(2F kF) = V2 f(aF) + dies K5V?h;(2*) le Hessien en x de le fonction de Lagrange £ au point
(z*, k),
~ Vh* = [Vhy(2F) Vhy(a¥) - Vhp(:ck)]T le Jacobien de h au point x*,
on obtient I’écriture matricielle suivante :
k k\T k1l _ .k _ kY _ R\T .k
HE (VAR x x _ V(") — (VR k (E.17)
Vh* 0 rEFL — P —h(x*)
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Au voisinage de Uoptimum (z*, k*), la convergence de la méthode est quadratique mais la méthode présente
certains inconvénients :

— le systéme est vérifié pour les minimums, les maximums et les points-cols ;

— la convergence n’est pas assurée pour un point de départ éloigné de 'optimum (la méthode est destinée a

étre utilisée en conjonction avec d’autres méthodes).

A chaque étape, il est nécessaire de calculer les gradients de f et h et le Hessien en x de la fonction Lagrangienne.
Il est possible d’utiliser une méthode de quasi-Newton pour éviter le calcul exact du Hessien a chaque étape
(paragraphe E.1.1.3).

Méthode de Wilson pour les problémes a contraintes égalités ou inégalités La méthode est une

extension de la méthode de Newton. En notant d* = 2**! — 2% le systéme précédent se met sous la forme
suivante :
HE A" + (VAR R = =V f(ab)
o L (E.18)
Vhbd® = —h(x
On montre que d* est solution du probléme quadratique suivant :
1
min ~d"H*d + V1 (2*)d
2 £ (E.19)

Vhkd + h(z¥) =0
La résolution de ce probléme a chaque itération (par exemple par une méthode de gradient réduit) permet
d’éviter les points stationnaires, contrairement a la méthode de Newton). La convergence est quadratique au
voisinage de 'optimum (si H* est définie positive).
Dans le cas de contraintes inégalités, on doit résoudre a chaque étape le sous probléme quadratique :
1
min 5dTde + VT (")
Vg*d + g(zF) <0

(E.20)

Des variantes existent selon la méthode de résolution du probléme quadratique utilisée et I'introduction
éventuelle d’'un étape de minimisation unidimensionnelle pour déterminer un pas d’avancée dans la direction d
(voir par exemple [149]). L’ensemble des variantes sont également désignées par lappellation programmation
quadratique séquentielle (SQP) ou méthodes de Lagrange-Newton.

E.1.2.4 Méthodes de pénalités

Les méthodes de pénalités consistent & transformer un probléme sous contraintes en un probléme pénalisé
équivalent sans contrainte en introduisant une fonction de pénalisation des contraintes 7.

{533“) = min () + () )=l (E.21)
min X X ) avec .
@) SO (=1, ,m) ek = 2

Pénalités extérieures Le probléeme d’optimisation pénalisé est :

min ¢(z,r) = f(z) + rn(z) avec n(z ; (max{0, g;(2)})* (E.22)

L’optimisation peut alors étre effectuée a 'aide de méthodes non linéaires sans contraintes (gradient conjugué,
quasi-Newton...). Le coefficient de pénalité r» > 0 doit étre suffisamment grand pour que le minimum de ¢
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soit proche de ’ensemble des solutions X mais suffisamment faible pour éviter un mauvais conditionnement du
probléme. En pratique, la résolution est réalisée par itérations en partant d’'un r; faible et en générant la suite
d’optimums Z(r) avec par exemple 7,11 = 107, jusqu’a ce que n(Z(r)) soit faible (z est proche de I’ensemble X).
On montre que pour r — 00, la suite Z(r) admet au moins un point d’accumulation et tout point d’accumulation
de cette suite est une solution optimale du probléme.

Pénalités intérieures La fonction d’optimisation pénalisée est :

min ¢ (z,t) = f(z) + tn(x) avec n(z) = — Z ! (E.23)

CCER"

Comme précédemment, la résolution est itérative a partir de t; > 0 en générant les optimums par une méthode
d’optimisation sans contraintes et en diminuant progressivement ¢. On montre que, sous certaines conditions sur
X et f, pour t — 0, la suite des optimums Z(¢) admet au point d’accumulation et tout point d’accumulation de
cette suite est un optimum global du probléme.

Combinaison avec d’autres méthodes Les méthodes de pénalités ont une précision faible (problémes
numériques pour r élevé ou ¢ faible) et peuvent donc étre utilisées pour déterminer un point de départ pour des
méthodes plus précises et a convergence plus rapide au voisinage de 'optimum (méthode de Newton).

E.1.2.5 Meéthodes Lagrangiennes classiques
On cherche & résoudre le probléme non linéaire suivant :

min f(x)
{ el (E.24)
gi(x) <0 Viel={1,2,---,m}

La théorie de la dualité permet d’affirmer que le probléme est résolu si ’on sait trouver un point col (z*, k*)
de le fonction de Lagrange L(z, k), c’est-a-dire un point vérifiant :

L(z*, Kk ):znelﬁgﬁ(z,/i )

g(z*) <0 (E.25)

La recherche d’un tel point col revient a résoudre le probléme dual suivant ot w(k) est la fonction duale :

— min £ E.26
Kr€11ﬂ§31;+w(/i) avec w(k) min (z,K) ( )

Si les fonctions f et g ne sont pas convexes, la fonction Lagrangienne £(x, k) n’est pas convexe en x pour s
donné. Les méthodes présentées ne permettent donc que d’obtenir un minimum local de f.

Méthodes d’Uzawa & Arrow-Hurwicz L’algorithme d’Uzawa utilise une méthode de gradient pour ré-
soudre le probléme dual. A Ditération k, on calcule ¥ minimum en x de L(z, k) et on définit k**1 par
kFHL = kP + dFVw(kk), ot d¥ est le pas (voir les détails sur les méthodes de gradient au paragraphe E.1.1.2).

Dans l'algorithme d’Arrow-Hurwicz, z* est obtenu par un déplacement dans la direction —V, L(z*~!, k¥) et
pas par minimisation de la fonction Lagrangienne.
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Méthode de Dantzig A chaque itération, on résout un probléme linéaire sous contraintes (E.27) qui est
équivalent au probléme dual.

maxz

F@)+) migia®) <z Vo eR" (E.27)
el

k>0

Lagrangiens augmentés La méthode des Lagrangiens augmentés permet de combiner les méthodes Lagran-
giennes et les méthodes de pénalités pour palier au manque de précision de ces derniéres.

Pour des contraintes égalités h, on définit la fonction Lagrangienne augmentée L£(x, x,r) que I'on cherche a
minimiser (k est de signe quelconque) :

min £(z, 5,7) = f(x) + Y rihi() + 1Y (hi(x))? (E.28)

xr
jeJ jeJ
Dans le cas de contraintes inégalités g, on introduit des variables d’écart s; > 0 :
min £(z, k,7) = f(2) + Y #ilgi(z) + s:) + 1 (gi(x) + 51)° (E.29)
* el i€l

On se raméne donc & une séquence de minimisations sans contrainte. La méthode permet d’obtenir une
meilleure précision que les méthodes de pénalités seules pour de plus faibles valeurs de coefficient de pénalité.

E.2 Optimisation non linéaire sous contraintes par des méthodes non-
déterministes

Les méthodes non-déterministes font appel a des tirages de nombres aléatoires pour explorer 'espace des
solutions. Ces méthodes sont souvent trés faciles & mettre en ceuvre puisqu’elles ne nécessitent que des calculs
directs de la fonction objectif sans avoir besoin des informations sur les dérivées.

On distinguera les méthodes aléatoires (Monte-Carlo et recuit simulé) qui sont basées sur la génération de
points successifs de maniére aléatoire et les méthodes évolutionnaires (par exemple les algorithmes génétiques)
qui font évoluer une population initiale selon des régles établies.

E.2.1 Meéthode de Monte-Carlo

Les déplacements depuis un point donné sont effectués aléatoirement et seuls les déplacements permettant
de diminuer la fonction objectif sont acceptés. Pour obtenir des résultats statistiquement fiables, il est nécessaire
de réaliser un grand nombre d’évaluations de la fonction (a partir de nombreux points de départ) et ce nombre
doit étre d’autant plus grand que le nombre de paramétres est élevé. Une telle méthode est donc avantageuse
par sa simplicité mais nécessite un temps de calcul pénalisant.

L’algorithme correspondant s’écrit donc simplement :
1. Générer un point initial x,
2. Générer un point z’ par une opération aléatoire sur z,

3. Si f(a') est meilleur que f(x), alors © = 2’ et retour en 1. Sinon retour en 2.
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E.2.2 Meéthode du recuit simulé

Cette méthode a été développée par analogie a la physique (en particulier aux procédés de recuit des maté-
riaux) [150]. La probabilité pour un systéme physique a 1’équilibre a la température T de posséder une énergie
donnée E est proportionnelle & eF oil k est la constante de Boltzmann.

Pour simuler I’évolution d’un systéme vers son équilibre, on effectue un déplacement élémentaire. Si ce dépla-
cement provoque une diminution de ’énergie, il est accepté. Sinon, il est accepté avec une probabilité de e
ou AE est 'augmentation d’énergie provoquée. Plus la température T est élevée, et plus la probabilité que le
déplacement soit accepté est grande. Lorsque 1’équilibre est atteint pour une température, celle-ci est diminuée
pour recommencer ’opération.

L’application a 'optimisation est directe et permet une bonne exploration de l’espace lors des premiéres
itérations (lorsque la température T' est élevée) ce qui augmente les chances d’obtenir un optimum absolu. La
convergence de la méthode dépendra toutefois du choix de la température initiale, du critére de changement de
température et de la loi d’évolution de la température.

L’algorithme du recuit simulé peut donc s’écrire ainsi :
Fixer une température initiale 7" élevée,
Générer un point initial x,

Générer un point 2’ par une opération aléatoire sur x,

=W o=

Si f(z') est meilleur que f(z), alors © = 2’ et retour en 3. Sinon x est remplacé par 2’ avec probabilité
égale & e T et retour en 3,

5. Réduire la température T et retour en 3.

La température T" est donc un paramétre de contréle de I'optimisation qui conditionne le nombre d’états
accessibles. Si elle est diminuée rapidement, elle conduit & un optimum local (équivalent & une trempe). Si elle
est diminuée lentement, il est possible d’atteindre ’équilibre & I'optimum.

E.2.3 Algorithmes génétiques

Les algorithmes génétiques font évoluer une population d’individus grace aux effets combinés de la sélec-
tion, de la recombinaison avec croisement et de la mutation. Des exemples d’implantation et d’applications sont
presentes pas exemple par Renders [148]. Ces méthodes permettent de rechercher les solutions dans un espace
complexe en ayant un bon compromis entre ’exploitation des meilleures solutions disponibles & un moment
donné (comme en programmation mathématique) et 'exploration de I’espace des solutions possibles (comme en
recherche aléatoire).

L’algorithme permet Poptimisation globale d’une fonction (fonction d’adéquation) a partir d’une population
initiale couvrant ’espace des solutions possibles. Chaque individu est composé d’un ensemble de caractéris-
tiques pouvant prendre plusieurs valeurs et posséde une valeur de fonction d’adéquation (avec ’environnement)
indépendante des autres individus. On cherche alors la meilleure combinaison de ces valeurs pour obtenir le
maximum d’adéquation.

A chaque génération, une nouvelle population du méme nombre d’'individus est créée par :
1. évaluation des individus (calcul de la valeur de la fonction d’adéquation de chaque individu),
2. sélection des individus les plus forts (dont la valeur de la fonction d’adéquation est la plus grande),

3. reproduction par croisement entre les individus les plus forts et mutation (modification aléatoire de
certains parameétres).
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Les difficultés d’utilisation en optimisation sont liées au choix d’'un certain nombre de parameétres comme
le codage des parameétres (la représentation des paramétres par un ensemble de génes), le choix de la fonction
d’adéquation, le choix des mécanismes de reproduction et de mutation, les probabilités de sélection et mutation.
Les algorithmes génétiques peuvent également étre utilisés sans codage des paramétres (Algorithmes Génétiques
Codés Reels) ce qui les rend plus adaptés aux problémes continus mais nécessite la création d’opérateurs de

mutation et de croisement adaptés. Pour plus de détails sur ces aspects, on pourra se reporter aux références
(par exemple [148]).
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Annexe F

Surfaces de réponse des fonctions objectif
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Annexe G

Dérivées des fonctions objectifs en

fonction des parameétres

Ces équations présentent le principe du calcul des dérivées des fonctions objectifs par rapport a un para-
métre d’optimisation dans le cas d’éléments constants. Le calcul pour les éléments linéaires est réalisé de la
méme maniére. Pour chaque objectif, 'expression utilisée pour le calcul numérique est rappelée. L’expression

de la dérivée est ensuite développée.

Température moyenne

Jo, TdT

@ =Tmow =" z L, (ZTL>
M
i=1

N,

i=1 =1

0D T, 1 Ne (ot < oL\ & Ne oL;
e (B S (Ee) %)

(2
Ecart a une température objectif

/ 2
=0 = fFA/I IT" = Topj| d _ er (T' = Top;)™ dT

i=1

INY; INY;

0 _do 1 S (DT ),
Op dp (ZNe L. ) P (T, — Tobj)2

Ecart a la température moyenne

2
P = fFM |T TmO?JH dr fFM (T - Trnoy) dr
09 =

Ne
Zl].v:];l LZ <Zl \/ (Tz — Tobj)2Li>

Ne

> (Vi - 1w )) ZL

i=1

F () E (%

i=1

IY; Iy
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Annexe H

Calculs intermédiaires nécessaires aux
calculs des dérivées des matrices H et GG
par rapport aux parametres
d’optimisation

Les dérivées des termes des matrices G et H par rapport aux parameétres d’optimisation se raménent aux

dérivées des coordonnées du maillage g—i et %. Les détails des calculs intermédiaires sont présentés ici. Pour

chaque terme, les expressions & partir desquelles les dérivées sont calculées, sont également rappelées.

Termes G;; et H;; des matrices G et H

Ng
1 L 1

G’i": —h’l— :—/ :—J w ln—

/ r, 2m 47 ; k r(&k)

d L. (' d L 38 duy

H;i = ¢;0;5 ——dl = ¢;8;; + 2 —d¢ =6 + =L —

ij = Ci0ij +/rj 52 d cibij + = /_1 200 dé = c;6;5 + yp ; 200
oGy 1 (oL & —wy Or(&x)

= w 1n
ap < ; * ; (&) Op

OHy _Bciy 1 [OLiR% don o, R%_ o ( - a(g))
ap N 8p 61] + 41 lap ]; T‘Q(Sk) +LJ}; T‘S(Sk) (gk) 2d 8p

Longueur d’un élément L;

=

Lj= ((T/jﬂ — )" + (Y41 — yj)Q)

OLj _ 1 [ (0% 0% oy (991 9y
op *Lj |:(:C]+1 Z])< Op ap + (Yj+1 — Y5) Op Op (H.1)
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Coordonnées zy,y;, des points d’intégration sur un élément

1+ &k 1 — &k 1+ & 1 — &k
op=2(8r) = —5 vt =5t ety =y(&) = o Yt Y

8xk 1+£k 8:cj+1 175]9% ot % o 1+§k aijrl 175]9%

— = = H.2

Op 2 dp 2 Op Op 2 Op 2  Op (H2)
Distance r du point de collocation ¢ au point d’intégration k

r(6) = (@i — o) + (i — )’

or 1 Ox;  Oxy Oyi  Oyx

— = — | (2 — - — — - = H.3

) (G- 5 ) i (- (13
Composantes r,,r, de la distance du point de collocation i au point d’intégration k

Ty =Tk —T; et Ty =Yr—Y;

Ore _ Ovp  Oxi . Ory _ Oyx Oy (H.4)

op  Op  Op op  Op  Op

Projection d sur la normale de I’élément de la distance du point de collocation i au point d’inté-
gration k

d= -7 =—ryng —ryny
od ory On,  Ory ony
— =——"n, -7y — =, —ry—> H.5
o ot Ty T Vap (H5)
Composantes n;,n, de la normale a I’élément j

Yi+1 —Yj Li+1 — 2y
n””:]Lj i et ny:ijj J
anx 1 8yj+1 8yj 8LJ

— (L T Ly — ) 2L 1.6
ap L? |:< ap ap J (yj+1 y]) ap ( )
8ny 1 6xj+1 6xj 6Lj

- = _ Li— (i1 — 1) —2 H.7
= | (T - G ) - o - ) (7
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Annexe 1

Cartes de sensibilité de la température
par rapport aux parametres

200 -200 200 ~200
iy
&
400
2 S \
S o % S Q %
F1c. 1.1 - Sensibilité ["C.m ™| de la température par F1c. 1.2 — Sensibilité [*C.m™!| de la température
rapport a P, calculée par différentiation par rapport a P, calculée par différences finies avec
AP, =10"%m

219



F1c. 1.3 - Sensibilité ["C.m ™| de la température par
rapport a P, calculée par différentiation

F1c. 1.5 — Sensibilité ["C.m ™| de la température par
rapport & Ry calculée par différentiation

=300
=400

\500

“6p._ |

F1c. 1.7 — Sensibilité ["C.m~*] de la température par
rapport a Ry calculée par différentiation

F1c. 1.4 — Sensibilité [*C.m™!| de la température

par rapport a P, calculée par différences finies avec
AP, =10"%m

Fic. L6 — Sensibilité [*C.m~!] de la température
par rapport a Ry calculée par différences finies avec
ARy =10 ®m

-300
_200

A ~400
500 ~500

Fic. 1.8 — Sensibilit¢ [*C.m~!] de la température
par rapport a Ry calculée par différences finies avec
ARy =10 ®m



ad ~
F1c. 1.9 — Sensibilité ["C.rad™!| de la température F1c. 1.10 — Sensibilité [C.rad~!| de la température
par rapport & ac calculée par différentiation par rapport & a¢ calculée par différences finies avec

Aoac = 10"8rad

—6:0p / = -6:00 / o
05\ 001 Gg\ 0
wO@\ / ‘9.001\ / "

0.0015 0.0015
00015 0.0015
0.002 0.002
0.002 0.002
0.0025 0.0025
0.0025 0.0025
' eoos 0003 0003
: —0.0
50035 . 50035
F1c. 1.11 - Sensibilité 'C.m%?.W~1] de la température F1c. 1.12 - Sensibilité 'C.m%. W~1| de la température
par rapport & ¢q calculée par différentiation par rapport a ¢g calculée par différences finies avec
A¢Q =1W.m™?2
—o0. -
—.8——— 68—
0.7 0.7
0.6 0.6
05
05
F1c. 1.13 - Sensibilité [/C.°C~!] de la température F1c. 1.14 — Sensibilité [C.°C™!] de la température
par rapport a Ty calculée par différentiation par rapport & Ty calculée par différences finies avec

ATy = 10"2C



—e.2—— 02— |
T
0.3~ 03— |
0.4 0.4
05 05

F1c. 1.15 — Sensibilité [/C.°C™!| de la température F1c. 1.16 — Sensibilité [/C.°C™!| de la température
par rapport & T, calculée par différentiation

par rapport & T, calculée par différences finies avec
AT, =10"2C



Annexe J

Erreur maximale lors du calcul de la
sensibilité de température par rapport
aux parameétres d’optimisation par
différences finies et différentiation

Erreur [%]
N w IS o
T T T

[E
T

FiG. J.1 — Sensibilité par rapport a P,

10*10

AP,

107

10 107" 10° 10° 10
AP,

F1G. J.2 — Sensibilité par rapport a P,
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Plans de I'insert massif original
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Annexe L

Données fournisseur de 'acier 40CMDS8S
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Vergutbarer Kunststoffformenstahl

Chemische Zusammensetzung in Massen-%

C Si Mn P S Cr Ni Mo Vv W
0,38 0,30 1,50 0,020 0,070 2,00 0,20
0,35-045 0,300,550 1,40-1,60 < 0,030 0,050-0,100 1,80-2,10 0,15-0,25
Richtanalyse DIN-Analyse
W.-Nr. 1.2312 AFNOR 40CMD8S
DIN 40CrMnMoS8-6 AlSI ~ P20+ S
BS ~ P20+ S

Werkstoffeigenschaften und Verwendung

Werkstoffcharakteristik

Sehr gut zerspanbarerKunststoffformenstahl. Aufgrund des geregelten

Schwefelgehaltes nicht zum Polieren, Narben, Hartverchromenund
Oberflachenbeschichten geeignet.

Flr welche Werkzeuge

KernbauteilefirPress-undSpritzwerkzeuge,Formaufbauten.

Flr welche Kunststoffe

Thermoplaste, Duroplaste bei Presswerkzeugen

Lieferzustand

Physikalische Eigenschaften

Vergutet auf 280-325 HB £ 950-1100 N/ mm?

Temperatur
20°C 250°C 500°C

Warmeausdehnungskoeffizient o (10°/ K) 11,6 12,8 14,3
Warmeleitfahigkeit A (W/ mK) 34,0 33,5 33,0
SpezifischeWarmekapazitat c, (J/ kgK) 461 508 558
Temperaturleitfahigkeit a (10°m*/ s) 11,0 9,6 7,0

Spez. elektrischer Widerstand p (nQ2 m) 0,26 0,43 0,69
E-Modul E (KN/ mm®) 212 197 175




Temperatur in °C

Harte in HRC

Buderus 2312

LDLLSTAIIL

Wérmebehandlung

Temperatur HaltezeitinMinuten AbkUhlung Harte
je100mmwW anddicke
Spannungsarmgliihen ca.550C,verguteterZustand 120 Ofen
WeichglUhen 720°C 240 Ofen
Harten 880C 100 Ol, WarmbadoderVakuum max.52HRC
Anlassen sieheAnlass-Schaubild 240 Luft 280-325HB
1100
1000
900 e " ZTU-Schaubild
800 b 3
\ \s0 .
700 AN SEMETRW== - A kontinuierlich
600 \ 1‘( TTNTso\ | Austenitisierungstemp.:880 C
Austenit \ \
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so  Gefiigeanteil in %
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Données fournisseur de ’ABS Novodur®
P2H-AT
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Novodur P2H-AT

Injection molding grades / General purpose grades

standard impact strength, easy flowing, high gloss, contains antistatic additive

LANXESS

Energicng Chamisiry

1SO Shortname 1SO 2580-ABS 1,MGZ,095-25-16-25
Property Test Condition Unit Standard Value
Rheological properties
C |Melt volume-flow rate 220 °C; 10 kg cm3/(10 min) 1ISO 1133 37
C |Molding shrinkage, parallel 60x60x2 % 1ISO 294-4 0.4-0.6
C |Molding shrinkage, normal 60x60x2 % ISO 294-4 0.4-0.6
Mechanical properties (23 °C/50 % r.h.)
C |Tensile modulus 1 mm/min MPa ISO 527-1,-2 2500
C|Yield stress 50 mm/min MPa ISO 527-1,-2 44
C |Yield strain 50 mm/min % 1SO 527-1,-2 21
Strain at break 50 mm/min % acc. 1ISO 527-1,-2 >15
C |Tensile creep modulus 1h MPa 1SO 899-1 2200
C |Tensile creep modulus 1000 h MPa 1SO 899-1 1500
C |Charpy impact strength 23 °C kd/m2 ISO 179-1eU 100
C |Charpy impact strength -30 °C kd/m2 ISO 179-1eU 80
C |Charpy notched impact strength 23 °C kd/m? ISO 179-1eA 16
G |Charpy notched impact strength -30 °C kd/m2 ISO 179-1eA 7
|zod notched impact strength 23 °C kd/m2 1SO 180-1A 16
|zod notched impact strength -30 °C kd/m2 1SO 180-1A 7
Flexural modulus 2 mm/min MPa 1ISC 178 2400
Flexural strength 2 mm/min MPa 1ISO 178 70
Ball indentation hardness N/mm? 1SO 2039-1 110
Thermal properties
C |Temperature of deflection under load 1.80 MPa °C ISO 75-1,-2 93
C |Temperature of deflection under load 0.45 MPa °C ISO 75-1,-2 97
C|Vicat softening temperature 50 N; 50 °C/h °C 1SO 306 98
C | Coefficient of linear thermal expansion, parallel 231055 °C 104/K 1SO 11359-1,-2 09
C |Burning behavior UL 94 (1.6 mm) 1.6 mm Class UL 94 HB
Burning rate (US-FMVSS) 2.0 mm mm/min 1SO 3795 60
Glow wire test (GWFI) 2.0 mm °C |EC 60695-2-12 700
Electrical properties (23 °C/50 % r.h.)
C |Relative permittivity 100 Hz - IEC 60250 3.0
C |Relative permittivity 1 MHz - IEC 60250 2.9
C |Dissipation factor 100 Hz 104 IEC 60250 55
C |Dissipation factor 1 MHz 104 IEC 60250 90
C |Volume resistivity Ohm'm IEC 60093 1E13
C|Surface resistivity Ohm IEC 60093 1E15
C |Electric strength 1mm kV/mm IEC 60243-1 34
C |Comparative tracking index CTI Solution A Rating IEC 60112 600
Other properties (23 °C)
C |Density kg/m? 1SO 1183 1050
Processing conditions for test specimens
C |Injection molding-Melt temperature °C ISO 294 240
C |Injection molding-Mold temperature °C 1SO 294 70
C | Injection molding-Injection velocity mm/s 1SO 294 240

Page 1 from 2 pages
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Données constructeur des capteurs de
température Kistler®
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000-363f-10.03 (DB18.6192f)

Accessoires — XST

Capteur

pour la saisie de la température

Capteurs de température pour I'enregistrement des tempéra-
tures de contact directement & la surface solidifiée de la matie-
re fondue dans la cavité.

e Cable intégré haute température avec connecteur
«Fischer»

e Compatible avec les capteurs standards de pression dans
I'empreinte Types 6157B..., 6159A... et 6183A...

Description

Les capteurs de température de types 6192A..., 6193A... et
6194A... peuvent étre montés partout ol se montent les cap-
teurs standards de pression dans I'empreinte de 2,5 mm et
4 mm de diamétre frontal. Le principe de mesure s'appuie sur
les thermocouples de type K, lesquels ont été optimisés quant
a leur vitesse de réaction. Plus la masse d’un thermocouple est
faible, plus sa réaction aux variations de température est rapi-
de. On a utilisé cette caractéristique en amenant séparément
les conducteurs du thermocouple vers la face du capteur et on
les a soudés la pour former le thermocouple. C’'est pourquoi la
face du capteur ne peut pas étre rectifiée.

Le thermocouple de Type K est utilisé dans cette application a
cause de I'avantage technique que représente sa résistance a
la corrosion.

Application

Ces capteurs mesurent la température de contact a la surface
solidifiée de la matiere fondue dans la cavité. Les valeurs de la
température peuvent étre utilisées & des fins de surveillance ou
de régulation, par exemple, pour le réglage de chauffe du
moule en cours d’opération. Ces valeurs permettent égale-
ment de calculer la température effective de la matiére fondue
a l'intérieur du moule.

KISTLER

mesurer. analyser. innover.

Type 6192A..., 6193A...,

6194A...
Type 6193A... Type 6194A... Type 6192A...
(21 mm) (32,5 mm) (D4 mm)

Données techniques Types 6192A..., 6193A... et 6194A...

Elément thermique Type K (NiCr-Ni)
IEC584 Kl 1

Gamme de température d'utilisation
Moule (capteur, cable, connecteur) °C 0...200
Matiére fondue (face du capteur) °C <1250
Gamme de pression bar 0 ... 2000
Matériau du corps du capteur 17-4PH
Fils + vert
- blanc
Page 1/5

Cette information correspond a |'état actuel de nos connaissances. Kistler se ré-
serve le droit de procéder & des modifications techniques. Toute responsabilité
quant a des dommages consécutifs & |'utilisation de produits Kistler est exclue.
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000-363f-10.03 (DB18.6192f)

Capteur pour la saisie de la température, Types 6192A..., 6193A..., 6194A... K I STI E R

mesurer. analyser. innover.

Dimensions
6193A0,4 L =04m
6193ASP 02-2 L = 0,2-2m 6194A 04  L=04m
SW1T 6194ASP 0,2-2 L=0,2-2m
SW11
9 [Sg]
=y n|
& x <
43 o ;
= =
2 35
M5
g Sz
i |
:?‘ _ Gl B 109 g @ 25 §us
B @ 25h9 S 274
Fig. 1: Type 6193A... (@1 mm) Fig. 2: Type 6194A... (2,5 mm)
6192A 04 L=04m
6192A5P 0,2-2 L=0,22m
SWN
7/ \ . =] n
/ 2 = b
/ ~\/pé, s ~
43 o
=
@ 35
M5
el
~ umn
|
= 0
H R 1
@
274,
Fig. 3: Type 6192A... (@4 mm)
Page 2/5
Cette information correspond a |'état actuel de nos connaissances. Kistler se ré- ©2003, Kistler Instrumente AG, Case postale, Eulachstr. 22, CH-8408 Winterthur
serve le droit de procéder & des modifications techniques. Toute responsabilité Tel +41 52 224 11 11, Fax 224 14 14, info@kistler.com, www.kistler.com

quant a des dommages consécutifs & |'utilisation de produits Kistler est exclue.



000-363f-10.03 (DB18.6192f)

Capteur pour la saisie de la température, Types 6192A..., 6193A..., 6194A...

Exemple de montage

M5x0,35

21

20
215

135

%/
—— T

02-03

Fig. 4: Montage Type 6193A... avec écrou de montage Type 6458

mn. @ 1

M8 x0,75

29

205

14

Fig. 6: Montage Type 6194A... avec écrou de montage Type 6457

min. @ 1

M8 x0,75

27

185

12

Fig. 8: Montage Type 6192A... avec écrou de montage Type 6457

KISTLER

mesurer. analyser. innover.

min. 9 _$go

min. 22,5

to be adjusted

1.5
anpassen
4 adapter

g 1H7 (3"

@ 25H7 (*3)

Fig. 5: Montage Type 6193A... avec douille de distance Art. No. 3.710.057

min. @ 7.2

2 52

7

min. 37

60°

s
s

o 228
- = £35F
= =%
pact
S

o 25 7 (4")

Fig. 7: Montage Type 6194A... avec douille de distance Type 6459

min. @ 7,2

@ 52

7

min. 3

60°

w©

anpassen
ajuster
adjust

o g 47 (4m)

Fig. 8: Montage Type 6192A... avec douille de distance Type 6459
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000-363f-10.03 (DB18.6192f)

Capteur pour la saisie de la température, Types 6192A..., 6193A..., 6194A...

Montage

Les capteurs sont habituellement montés dans I'alésage a coté
de I'écrou de montage (Type 6457, 6192A... et 6194A...). ll est
également possible d'utiliser une cale d’epaisseur Art. No.
3.710.057 (Type 6193A...) a la place.

La face du capteur fait partie de la paroi de la cavité. Le cap-
teur doit donc étre monté de fagon a affleurer exactement a la
surface de ladite paroi.

Temps de réaction d’un thermocouple

Le temps de réaction d'un thermocouple dépend de sa masse.
Plus elle est petite, plus la réaction aux variations de tempéra-
ture est rapide. Dans le types 6192A..., 6193A... et 6194A...
les conducteurs du thermocouple ont été menés séparément
sur la face du capteur, ce qui a permis d’en réduire significati-
vement la masse. C'est le soudage de ses deux conducteurs qui
en fait crée le thermocouple. Il convient de mentionner ici

KISTLER

mesurer. analyser. innover.

Dans la mesure du possible, on fixera le connecteur a I'aide de
la plaque de montage (Art. No. 3.520.328) a un endroit non
exposé du moule.

qu’on ne mesure pas la température de la matiére fondue, mais
la température de contact a la surface de la piece moulée.

Ce sont des avantages d’ordre technique comme la résistance
a la corrosion qui ont fait porter le choix sur le thermocouple
de type K pour cette application.

Température [°C]
74 A —
/ ~ ~ | Température de contact
N ~ | Types 6192A..,6193A...
/2 [ T .y et 6194A... —
L A ~~
70 [ X W ks —
N Rk — S~
’ N Thermocouple classique 0,5 mm dia. e __\ ~
68 [} ‘ ‘ i
A Ny
'; [ Thermocouple classique 0,1 mm dia. .
66 H S
l:
64 4'% Température du moule
62
60
58
0 2 4 6 8 10 12 14 16
Temps [s]

Fig. 10: Comparaison avec les thermocouples enrobés
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000-363f-10.03 (DB18.6192f)

Capteur pour la saisie de la température, Types 6192A..., 6193A..., 6194A... K I STI E R

6192A 04 L=04m
6192ASP0,2-2  L=0,2-2m

mesurer. analyser. innover.

Type 2290A2

Wt
—— [ E—m-—ﬁ_'-—_
/ @/ " - N .
/ ‘%,, M
=
@ 35
M5
? _al 2 b —g,oot.
273
Type 2209A1
Fig. 11: Exemple chaine de mesure
Accessoires inclus dans la livraison Art. No./Type Référence de commande
e Ecrou de montage Types 6192A...
et 6194A... 6457 Type 619 L1A %
¢ Plaque de montage 3.520.328
e Cale d'épaisseur pour Type 6193A... 3.710.057 ;
Capteur de température
. . diameétre frontal 4 mm 2
Accessoires optionnels Type Cateur de température
e Cable de compensation L=2m 2290A2 g P tre frort Ip1e 3
L=5m 2990A5 Clan;e redrotn al : mtm
¢ Transducteur de mesure 2209A1 _ap ?ur © temperature 4
I o diamétre frontal 2,5 mm
¢ Clé a douille & ouverture
Types 6192A... et 6194A... 1383 Cable d on 0d
e Transducteur de mesure Type 6193A... 1356 La © Oniuel{rbl —— m .
e Outil d’extraction Types 6192A... ongiedr ce cable spediique ®
et 6194A... 1362A
e Outil d’extraction Type 6193A... 1358
e Accessoire de serrage pour connecteur 1401
e Cale d'épaisseur Types 6192A...
et 6194A... 6459
e Ecrou de montage Type 6193A... 6458
Page 5/5
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Données fournisseur de ’huile
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SAasoL
Product Information
Rev: 09/04
MARLOTHERM®SH Heat Transfer Fluid
3. Material data for MARLOTHERM ® SH
Temperatwe Density  Specificheat AL G e
C  F kg/m® W/t kikgK PH° wimK BN mmYs  cst hPa psi
0O 32 1058 66.0 1.48 0354 0133 0077 321 321 - -
20 68 1044 652 155 0.370 0.131 0076 47 47 - -
40 104 1030 64.3 1.62 0.387 0.128 0074 165 165 -  —
60 140 1016 63.4 1.70 0.406 0.125 0.072 8.10 810 - -
8 176 1001 625 1.77 0.423 0.123 0.071 4.70 4.70 - -
100 212 987 61.6 1.85 0442 0120 0069 3.10 3.10 - -
120 248 973 60.7 1.92 0459 0.117 0068 2.30 230 - -
140 284 958 59.8 1.99 0475 0.115 0066 1.80 1.80 01 -
160 320 944 58.9 2.07 0494 0.112 0065 1.40 1.40 05 -
180 356 930 58.1 2.15 0514 0.110 0064 1.20 1.20 17 0.02
200 392 915 57.1 222 0530 0.107 0.062 0.92 092 50 0.07
220 428 901 56.2 229 0.547 0.104 0.060 0.77 0.77 12 0.17
240 464 887 554 237 0566 0.102 0059 065 065 27 0.39
260 500 873 545 244 0583 0.099 0057 057 057 54 0.78
280 536 858 53.6 2.52 0.602 0.096 0055 050 050 98 1.42
300 572 844 527 259 0619 0094 0054 045 0.45 200 2.90
320 608 830 51.8 2.67 0.638 0091 0053 04 0.40 315 4.57
340 644 815 509 274 0654 0088 0051 036 036 560 8.12
360 680 801 50.0 2.82 0674 0086 0050 032 032 860 12.47

Sasol Olefins & Surfactants GmbH

Business Unit Surfactants, Paul-Baumann-StraBBe 1, 45764 Mar, Germany

Telephone: +49 2365 495371

Facsimile: +49 2365 49-9180

info@de.sasol.com www.marlotherm.com
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TITLE : Injection mould cooling optimization using boundary element heat transfer simulation

SUMMARY :
Part quality and cycle time during injection moulding depend on heat transfer within the mould
and the polymer part. Numerical simulation methods are widely used as an help to mould cooling
conception. In this work, an optimization procedure of the cooling system is proposed. This procedure
is based on numerical simulation of the cooling stage using the boundary element method.

Heat transfer during injection are simulated using two models. A stationary model, solved by the
boundary element method, gives access to mean mould temperatures. The dual reciprocity method is
used to solve the transient model to obtain temperature variations in the mould and the polymer part
during the cooling phase. These two methods have been programmed and validated by comparison
with analytical solutions.

Numerical simulation is then used in an optimization loop to find the best combination of cooling
system geometry and coolant parameters. A study of the possible parameters, objective functions,
constraint handling techniques is carried out. Optimization is performed with a sequential quadratic
programming method and uses derivative of the objective function according to optimization parame-
ters. Sensitivity analysis can be performed by a finite difference method or by direct differentiation of
the boundary integral equation.

The optimization procedure is applied to 2D mould sections to study the effects of the objective
function, the constraints and the simulation models used. Simulation results are also compared to
experimental measures of mould temperature during injection.

KEYWORDS :
Polymer injection Heat transfer
Optimization Injection cooling simulation
Boundary element method Dual reciprocity method

Sensitivity analysis Injection mold conception



AUTEUR : Eliette MATHEY

TITRE : Optimisation numérique du refroidissement des moules d’injection de thermoplastiques basée sur
la simulation des transferts thermiques par la méthode des éléments frontiéres

DIRECTEUR DE THESE : Frangois RONDE-OUSTAU
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DISCIPLINE ADMINISTRATIVE : Génie Mécanique

RESUME :
Les transferts thermiques lors de l'injection jouent un role important pour I'obtention de piéces de
bonne qualité avec un temps de cycle suffisamment court. La simulation numérique est de plus en plus
utilisée pour aider a la conception des systémes de refroidissement des moules. Nous proposons dans ce
travail une procédure d’optimisation numérique du refroidissement des moules d’injection basée sur la
simulation de la phase de refroidissement du cycle d’injection par la méthode des éléments frontiéres.

Deux modeéles de transferts thermiques pendant I'injection ont été utilisés. La méthode des éléments
frontiéres a été utilisée pour la résolution du modéle stationnaire dans le moule alors qu’elle a été
combinée a la méthode de la réciprocité duale pour résoudre les problémes transitoires linéaires. Ces
deux méthodes ont été programmeées et validées par comparaison & des solutions analytiques sur des
problémes simples.

La résolution numeérique a alors été intégrée dans une boucle d’optimisation de maniére a déterminer
la meilleure combinaison possible des paramétres de refroidissement. Le choix des objectifs d’op-
timisation, des paramétres d’optimisation (géométrie du systéme de refroidissement ou parameétres
procédés), des contraintes sur ces parameétres est détaillée. L’optimisation est réalisée par une méthode
de programmation quadratique séquentielle nécessitant le calcul des dérivées de 1’objectif par rapport
aux paramétres. Cette analyse de sensibilité est faite par différences finies ou par différentiation directe
du systéme linéaire obtenu par la méthode des éléments frontiéres.

La procédure d’optimisation est appliquée a des sections de moules simples pour une validation et une
étude des effets de I'objectif, des contraintes et du modéle de calcul sur les résultats de 'optimisation.
Enfin, les résultats de simulation et d’optimisation sont comparés a des mesures expérimentales de
température réalisées sur des moules instrumentés en conditions de production.

MoTs-CLES :
Injection de polyméres Transferts thermiques
Optimisation Modélisation du refroidissement
Méthode des éléments frontiéres Méthode de la réciprocité duale
Analyse de sensibilité Conception des moules d’injection
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