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1 GÉNÉRALITÉS. RAPPELS.

1 Généralités. Rappels.

1.1 De quoi s’agit-il ?

On considère un mélange de deux espèces miscibles A et B. Dans ce mélange, une
espèce peut être très minoritaire (par exemple un polluant dans l’eau) ou bien le
mélange peut être quasiment équimolaire (un mélange eau/alcool). On trouve gé-
néralement plus de deux espèces miscibles dans les mélanges, et ces espèces sont en
général les réactifs et les produits d’une ou plusieurs réactions chimiques.

Si l’une des espèces est plus concentrée en un point de l’espace, elle va avoir tendance
à diffuser de ce point vers les zones voisines pour rétablir l’équilibre (une concen-
tration uniforme), c’est-à-dire que ses molécules vont se déplacer en moyenne vers
les faibles concentrations. Il s’agit d’un phénomène spontané qui résulte du second
principe, que l’on peut visualiser et comprendre très simplement sur des petites ani-
mations (cf. Campus). Les molécules des deux espèces se répartissent dans l’espace
à cause du mouvement microscopique thermique, occasionnés par les chocs entre
molécules. Comme toujours en thermodynamique, il s’agit d’un phénomène statis-
tique : le mélange homogène est celui vers lequel évolue le système est celui qui est
le plus probable, et c’est donc celui que l’on va observer à l’équilibre.

Mais ce phénomène de diffusion peut être lent, suffisamment pour entrâıner une
limitation sur la production d’une espèce chimique. C’est le cas par exemple lors de
la combustion d’un particule solide de carbone : l’oxygène doit arriver à la surface
de la particule pour réagir, mais pour cela O2 doit traverser par diffusion la couche
de CO2 issue de la réaction qui entoure la particule. Pour accélérer le processus, on
ajoute généralement de la convection en provoquant un écoulement de O2 autour de
la particule (vous avez déjà soufflé sur des braises. . . pourquoi ?)

1.2 Définitions

On peut travailler en molaire ou en massique selon les cas. Les lois de diffusion
restent cela dit les mêmes quel que soit le choix. Ce dernier est assez subtil, en
général caché sous le tapis dans les cours de transfert de matière, et requiert une
certaine expérience dans la matière dont nous donnerons un aperçu. On pourra
consulter le polycopié de Levicky (2023) pour une discussion étendue sur le sujet.

Si on travaille en molaire, on note CA = dnA/dV et CB = dnB/dV les concentrations
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1 GÉNÉRALITÉS. RAPPELS.

molaires des deux espèces 1 et on définit :

C = CA + CB, concentration totale

xA =
CA

C
, xB =

CB

C
, fractions molaires

En massique, on travaille sur les concentrations massiques ρA = dmA/dV et ρB =
dmB/dV des deux espèces, et :

ρ = ρA + ρB, masse volumique totale

ωA =
ρA
ρ
, ωB =

ρB
ρ
, fractions massique

1.3 Une image mentale (stupide ?)

Il convient de distinguer le mouvement lié à la diffusion, de celui du mouvement
d’ensemble. Pour illustrer un peu bêtement cette subtilité délicate, prenons deux
classes de 30 élèves, disons les rouges et les verts, initialement séparés et enfermés
dans leur propre salle. On ouvre une porte et la consigne générale aux deux classes
est simple : “mélangez vous au maximum”. Il y a plusieurs possibilités :

1. les élèves rouges migrent vers la salle verte et les verts vers la salle rouge. À la
fin, il y a autant de rouges que de verts dans chaque salle (15 de chaque). Si
on regarde la vitesse moyenne des verts pendant le transfert, elle est non nulle
et dirigée vers la salle des rouges, et réciproquement. Par contre si on regarde
la vitesse d’ensemble rouges+verts, elle est nulle : il y a eu et il y a toujours
30 élèves dans chaque salle.

Exercice 1 : Mais comment a-t-on défini cette vitesse d’ensemble ?

2. même chose mais les salles de classe sont à bord d’un train en marche. Dans
le référentiel du train, même conclusion que précédemment pour les vitesses
spécifiques rouges/verts, mais par contre la vitesse d’ensemble est celle du
train.

3. plus subtil : les rouges peuvent bouger et franchir la porte, mais pour une
certaine raison, pas les verts (ils sont attachés à leur bureau ou bien attachés
entre eux, ou ce sont de géants trop grands pour la porte, ou simplement, ils
ont une aversion naturelle à se mélanger avec les rouges). Les verts ont un
mouvement nul, les rouges ont une vitesse vers la salle verte et l’ensemble a

1. On utilise des dérivées parce que ces concentrations ne sont pas constantes dans l’espace ,
elles varient en chaque point du milieu continu, sinon on n’aurait pas de diffusion. Notons que la
concentration totale n’est pas non plus forcément uniforme dans l’espace.
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1 GÉNÉRALITÉS. RAPPELS.

une vitesse également non nulle vers la salle verte, qui est maintenant comblée
avec les élèves des deux couleurs.

4. mais peut-être qu’il y a moins d’élèves rouges que de verts ?

Exercice 2 : que se passe-t-il alors ?

5. on n’a pas parlé de la masse des élèves.

Reprenons le cas 1 en supposant que les élèves de la salle rouge sont des poids
lourds et ceux de la salle verte des poids plumes. . .

Exercice 3 : quelles sont les masses totales d’élèves au départ et à l’arrivée

dans chaque salle ? comment peut-on définir la vitesse d’ensemble

1.4 Vitesses, flux diffusif, convectif, total

Revenons à un mélange et notons vA et vB les vitesses moyennes des espèces A et
B dans le référentiel du laboratoire.

On définit les densités de flux molaires totales par :

NA = CAvA NB = CBvB dimension NL−2T−1

Ce sont les densités de flux molaire des deux espèces constatées par un observateur
lié au laboratoire. Si on travaille en massique, on définit les densités de flux massique
totales :

nA = ωAvA nB = ωBvB dimensionML−2T−1

Les concentrations / masses d’une espèce A dans un volume V s’écrivent :

nA =

∫∫∫
V

CA dV mA =

∫∫∫
V

ρA dV

Si on cherche le débit molaire ou massique de A à travers une surface de vecteur
normal unitaire n on écrira :

ṅA =

∫∫
S

NA.n dS ṁA =

∫∫
S

nA.n dS (1)

Si la surface est fermée, n est la normale sortante.

On définit la vitesse barycentrique molaire :

v∗ = xAvA + xBvB
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1 GÉNÉRALITÉS. RAPPELS.

C’est une vitesse moyenne du mélange pondérée par la quantités de matière. Si on
raisonne en massique, on définit la vitesse barycentrique massique :

v = ωAvA + ωBvB

C’est cette vitesse qui est intervient dans les équations de Navier-Stokes si on s’in-
téresse au mouvement d’ensemble.

On définit les vitesses de diffusion des deux espèces par vA− v∗ et vB− v∗ qui sont
donc les vitesses des espèces dans le référentiel bougeant avec la vitesse barycen-
tyrique (le train dans l’exemple précédent). C’est ce mouvement qui caractérise la
diffusion et les densités de flux diffusifs associées s’écrivent :

JA = CA (vA − v∗) , JB = CB (vB − v∗) , dimension NL−2T−1

Si on travaille en massique :

jA = ωA (vA − v) , jB = ωB (vB − v) , dimensionML−2T−1

On a toujours :
JA + JB = 0 jA + jB = 0 (2)

par construction.

Dans le référentiel barycentrique, où par définition l’ensemble est immobile,
les vitesses de A et B se compensent.

Exercice 4 : prouvez-le en molaire.

On peut enfin définir le flux convectif de A (ou de B) comme étant la différence
entre flux total et flux diffusif. C’est la densité de flux de A ou B engendrée par le
mouvement d’ensemble du mélange.

Exercice 5 :

a) Vérifiez que les flux convectifs de A et B s’écrivent CAv
∗ et CBv

∗, respec-
tivement.

b) Vérifiez que NA +NB = Cv∗

c) En déduire l’identité :

NA = JA + xA (NA +NB) (3)

Identifiez à nouveau le flux convectif et le flux diffusif dans les deux termes.

Densités de flux totale, diffusive et convective sont reliées par la relation :

NA = JA + xA (NA +NB) , (4)

identité fondamentale du transfert de matière.
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2 LOI DE FICK

2 Loi de Fick

À partir de maintenant, sauf mention contraire, on établit les résultats en molaire.
Leur transposition en massique est immédiate en remplaçant les symboles N, J, C
et x par n, j, ρ et ω.

2.1 Énoncé. Coefficients de diffusion. Origine

Le mouvement diffusif d’une espèce correspond à une densité de flux molaire des
fortes concentrations vers les faibles concentrations. Mathématiquement, cette den-
sité de flux est proportionnelle et opposée au gradient, non pas de concentration,
mais en toute rigueur de fraction molaire (voir Bird, Stewart & Lightfoot 1960,
Chap. 18) :

JA = −DABC gradxA (5)

Si la concentration totale C est uniforme dans l’espace, on retrouve la forme souvent
présentée à tort comme la loi de Fick :

J = −DAB gradCA (6)

On remarquera d’ailleurs que seule la première forme (5) assure par essence l’identité
JA + JB = 0.

2.2 Coefficient de diffusion

Le coefficient de diffusion DAB a pour dimension L2T−1 et a donc pour unité des
m2 s−1, de même que la diffusivité thermique a = λ/ρcp ou la viscosité cinématique
ν = µ/ρ.

La valeur de DAB dépend des espèces en jeu et des phases en présence. C’est l’objet
de la section 4.

2.3 Origine

La loi de Fick, comme la loi de Fourier en thermique, est très lié au second principe
de la thermodynamique, qu’on pourrait énoncer näıvement comme : le désordre
augmente spontanément.

En effet, un gradient exprime qu’il y a plus de « quelque chose » à droite qu’à
gauche. C’est donc un état « plus ordonné » (il y a une droite et une gauche) qu’un
état d’équilibre où le « quelque chose » est uniforme (il n’y a plus de direction
priviliégiée). Ce type de loi indique donc qu’un flux doit éradiquer spontanément
tout gradient.
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2 LOI DE FICK

Sur le plan microscopique, ces lois sont liées à l’agitation moléculaire. Les chocs
entre les molécules font apparâıtre, à partir de la présence d’un gradient, l’état le
plus probable : l’équilibre.

La loi de Fick et le potentiel chimique.

D’où vient la loi de Fick ? A quelles propriétés est liée la valeur de DAB ?

Considérons une molécule de A. Puisqu’elle diffuse vers les faibles concentra-
tion, c’est que tout se passe comme si elle était tirée par une force. Dans l’exemple
de nos mélanges d’élèves, cette force est l’injonction du professeur “mélangez-vous”.
Pour des espèces chimiques c’est la résultantes des chocs entre molécules qui conduit
à la diffusion. L’appétence de l’espèce A pour les zones faiblement concentrées en
A, est mesurable par son potentiel chimique, qui s’écrit :

µA(p, T ) = µA,pur(p, T ) + kBT lnxA

La force qui entrâıne le mélange est l’opposée du gradient de potentiel chimique
(comparez avec une force électrostatique, de pesanteur. . .)

Fmélange = −gradµA

A température et pression constante, on a donc :

Fmélange = −kBT
gradxA
xA

L’autre force appliquée à la molécule de A est une force de freinage Fvis par l’en-
semble des molécules qui tapent dessus : elle doit se frayer un passage au milieu des
autres boules pour avancer. C’est une force similaire à la viscosité, et on écrit une
relation linéaire entre vitesse moyenne de la molécule A et force de freinage à l’aide
d’une mobilitéMAB :

vA = −MABFvis

La mobilitéMAB dépend de la taille des molécules en présence, de la concentration,
de la fraction molaire. Sous l’influence de ces deux forces, la molécule est supposée
atteindre une vitesse terminale vA donnée par Fmélange + Fvis = 0, soit :

vA = −kBTMAB
gradxA
xA

La densité de flux diffusive JA associée est obtenue en multipliant cette vitesse par
la concentration CA en molécules de A :

JA = −CAkBTMAB
gradxA
xA

= −kBCxATMAB
gradxA
xA

= −kBTMABC gradxA

On voit donc que le coefficient de diffusion s’identifie à :

DAB = kBTMAB
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3 ÉQUATIONS D’UN PROBLÈME DE TRANSFERT DE MATIÈRE.

et est donc lié d’une part à la mobilité de l’espèce A, mais aussi à la tempéra-
ture. Plus celle-ci est élevée, plus les chocs sont fréquents, ce qui favorise l’inter-
pénétration des deux espèces.

3 Équations d’un problème de transfert de matière.

3.1 Équation de conservation

La conservation du nombre de moles de A s’écrit classiquement :

∂CA

∂t
+ divNA = RA (7)

Ce type d’équation locale a été vu en mécanique des fluides et indique que la variation
du nombre de moles de A dans un volume résulte des débit entrants−sortants par
la surface délimitant ce volume :

d

dt

∫∫∫
V

CAdV︸ ︷︷ ︸
Nombre de moles

de A dans le
volume V

=

∫∫
S

−NA.n dS︸ ︷︷ ︸
Débit molaire

entrant − débit
molaire sortant

+

∫∫∫
V

RAdV︸ ︷︷ ︸
Nombre de moles

de A produites -
détruites par

réaction chimique

dans le volume V

, X(8)

l’équation (10) en résultant par la formule d’Ostrogradski. Le terme RA (dimen-
sion NT−1L−3 est une vitesse de réaction produisant (ou détruisant) du A.

• En régime permanent le terme ∂CA/∂t disparâıt,

• En l’absence de réaction chimique, RA = 0 et on obtient :

∂CA

∂t
+ divNA = 0 (9)

3.2 Jeu d’équations général

On veut exprimerNA en fonction de xA (ou de CA) dans l’équation (10) pour obtenir
une équation aux dérivées partielle sur cette dernière. En résumé, pour trouver la
concentration en A, et en introduisant la loi de Fick dans l’identité fondamentale (4),
on doit donc résoudre les équations :
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3 ÉQUATIONS D’UN PROBLÈME DE TRANSFERT DE MATIÈRE.

∂CA

∂t
+ divNA = RA (10)

avec :

NA = −DABC gradxA + xA (NA +NB) , (11)

On voit le problème : il reste NB dans le membre de droite de l’équation (11).

• Le second terme de droite de (11) est la densité de flux convectif (rappel elle
vaut CAv

∗). Si il y a de la convection forcée ou naturelle, rien à faire, et il faut
coupler cette équation à celle d’un écoulement donnant la vitesse moyenne (on
raisonne alors plutôt en massique). Ce genre de problème est rarement solvable
analytiquement et requiert de la simulation numérique, ou bien la réduction
du problème à un coefficient de transfert de matière, de façon analogue à la
thermique. Ceci sera examiné dans la section 5.

• Si il n’y a pas de convection forcée ou naturelle. . . eh bien malheureusement
il peut quand même y avoir un mouvement d’ensemble ! Il n’y a donc aucune
raison a priori de supprimer le terme convectif enNA+NB dans l’équation (11).
Un cas emblématique est le tube de Stefan, où une vapeur diffuse vers un gaz
en écoulement (cf. exercice).

La difficulté principale de résolution d’un problème de transfert de matière est
que le mélange spontané des deux espèces peut engendrer un mouvement de
l’ensemble du fluide, de telle sorte que NA +NB peut être différent de 0, même
en l’absence de convection extérieure.

Mathématiquement, il faut donc éliminer NB d’une façon ou d’une autre, et
la façon de faire est très dépendante du problème.

C’est ici que dans les exercices, on vous balance une hypothèse parfois difficile à
avaler, en général mal comprise, qui contribue à la mauvaise réputation de cette
discipline. . .

Heureusement il existe plusieurs cas où la démarche est plus ou moins systématique,
ce que nous détaillons dans la section suivante. La réponse a parfois à voir avec la
question“doit-on travailler en massique ou en molaire ?”. Ce qui suit est grandement
inspiré de l’excellent cours (Levicky 2023, Chap. 9), dont la lecture est conseillée.

3.3 Problèmes sans convection forcée ou naturelle

On se place ici dans un cas où il n’y a ni convection forcée, ni convection naturelle. Le
seul mouvement d’ensemble du mélange ne peut résulter que du mouvement diffusif
lui-même.
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3 ÉQUATIONS D’UN PROBLÈME DE TRANSFERT DE MATIÈRE.

3.3.1 Diffusion équimolaire : NA +NB = 0

C’est le cas 1 dans notre image avec des élèves : pour une molécule qui va à droite,
une autre va à gauche. Il n’y a pas de transfert net de matière et il est donc conseillé
de travailler en molaire car alors NA = −NB (et v∗ = 0) et on a alors simple-
ment NA = JA.

L’équation de conservation devient alors :

∂CA

∂t
= div (DABC gradxA)

En général dans ce genre de problème, C est constant, par exemple parce qu’il s’agit
d’un gaz parfait donc C = p/(RT ), et que pression et température sont constantes.
Si DAB est environ constant (c’est souvent le cas), il sort de la divergence et on
obtient une équation de diffusion standard :

∂CA

∂t
= DAB∇2CA (12)

Remarque (voir exercice dans item 5 exemple élèves rouges/verts) : dans ce cas, il y
a un transfert net de masse et la vitesse barycentrique massique v ̸= 0.

On trouve ce cas souvent pour des réactions à la surface d’un solide, le transfert
de matière étant étudié autour du solide (combustion d’une particule de charbon,
électrochimie à la surface d’une électrode). On le trouve également pour des mélanges
d’espèces dans une enceinte fermée.

3.3.2 Une espèce immobile : NB = 0 ou nB = 0

Si NB = 0, l’équation (11) devient alors :

NA = −DABC
gradxA
1− xA

(13)

Il y a des cas où xA n’est pas petit (par exemple pour le tube de Stefan ou l’éva-
poration d’un verre d’alcool). L’équation de conservation de A devient alors (en
supposant C constante) :

∂xA
∂t

= DAB div

(
gradxA
1− xA

)
Cette équation est « compliquée » dans le cas général car elle est non-linéaire. Mais
sa résolution en 1D stationnaire ne pose pas de problème (voir exercice tube de
Stefan). Dans ce cas, il y a une vitesse d’ensemble (voir même exercice).
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3 ÉQUATIONS D’UN PROBLÈME DE TRANSFERT DE MATIÈRE.

3.3.3 Une espèce très diluée : xA ≪ 1 ou ωA ≪ 1

Une hypothèse supplémentaire souvent vérifiée est qu’une des espèces est très peu
concentrée : soit xA ≪ 1, soit ωA ≪ 1 (ou les deux).

Supposons par exemple xA ≪ 1. On a alors NA ≃ JA.

Exercice 6 : démontrez-le

Comme on a aussi dans ce cas C ≃ CB ≃ Cte, on a alors C gradxA ≃ grad(CxA) =
gradCA et donc au final, on trouve à nouveau une simple équation de diffusion (12).
C’est un cas très fréquent, par exemple pour un polluant dans l’eau, pour un gaz à
l’état de trace dans l’air, ou pour une impureté diffusant dans un solide.

Remarque : ne pas conclure erronément que la forte dilution d’une espèce est in-
compatible avec la présence de convection. Le fait que xA ≪ 1 implique que le
phénomène de diffusion n’engendre pas à lui seul un mouvement d’ensemble. Mais
ce mouvement d’ensemble peut très bien exister par des causes externes, convection
forcée ou thermique naturelle.

En résumé :

On devra toujours éliminer NB (ou nB) dans l’équation fondamentale (11).
Pour ce faire, on pourra écrire soit :

Hypothèse Formulation Réduction Eq. 11 Équation finale

Diffusion NA +NB = 0 NA = JA
∂CA

∂t
= DAB∇2CA

équimolaire

A très diluée xA ≪ 1 NA ≃ JA
∂CA

∂t
= DAB∇2CA

B immobile NB = 0 NA =
JA

(1− xA)
∂xA
∂t

= DAB div

(
gradxA
1− xA

)

3.4 Conditions aux frontières

Comme en thermique, on peut imposer aux frontières :

• soit la concentration CA,

• soit le flux normal NA.n,

• soit une combinaison linéaire des deux.
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3 ÉQUATIONS D’UN PROBLÈME DE TRANSFERT DE MATIÈRE.

3.4.1 Concentration imposée

La concentration est souvent imposée à travers une condition d’équilibre de l’espèce
A à une frontière limitant deux phases où elle est présente (concentration dite « à
saturation »). Elle découle en fait d’une égalité des potentiels chimiques de A entre
les deux phases. Par exemple :

• On étudie le transfert de vapeur d’eau dans un air humide, la pression partielle
de vapeur à la surface de l’eau liquide est imposée égale à la pression de vapeur
saturante donc

CA,frontière = psat(T )/(RT ).
• On étudie le transfert d’un métal dissous dans un liquide (par exemple du
plomb). À la surface du solide, la concentration en plomb dissous est égale à
la concentration de saturation du plomb dans l’eau :

CA,frontière = Csat(T )

• On étudie le transfert d’un gaz dans un liquide ou un solide. Si pA0 est la
pression partielle de A dans le mélange gazeux en contact, la concentration en
gaz dissous dans le liquide à la frontière est donnée par la loi de Henry :

xA,frontière =
pA0

H
H constante de Henry.

Pour un solide, on a une loi similaire (voir exercice blister) :

CA,frontière = SpA0 S solubilité.

3.4.2 Densité de flux imposée

Il est rare qu’on puisse imposer une densité de flux, sauf dans le cas où la frontière
est imperméable à l’espèce A, auquel cas on écrit :

NA.n = 0

3.4.3 Combinaison concentration / flux

Ce cas intervient essentiellement en présence d’une réaction chimique en surface :
dépôt sur une surface solide depuis une atmosphère gazeuse ou liquide, catalyse etc.
Soit RA la vitesse de réaction : comme c’est une réaction en surface, son unité est
(molm−2 s−1) et non pas (molm−3 s−1) comme dans le cas des réactions homogènes
(voir section suivante).

Comme une surface est un milieu de volume nul, elle ne peut pas accumuler de ma-
tière. Par conséquent, toute molécule de A arrivant à la surface doit y être consom-
mée. On a donc :

NA.n = −RA X
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3 ÉQUATIONS D’UN PROBLÈME DE TRANSFERT DE MATIÈRE.

où n est la normale sortante au solide. Si par exemple A est un réactif et la réaction
est d’ordre 1, on aura RA = −kCA = −kCxA et donc :

−DAB��C gradxA.n = +k��CxAX (14)

Exemple :

Un mélange gazeux contenant une fraction molaire xA∞ circule au dessus
d’une plaque solide. L’espèce A réagit en surface avec le solide selon une
cinétique :

RA(molm−2 s−1) = −kCA

Il y a donc une chute de concentration de A lorsqu’on s’approche de la
plaque perpendiculairement à l’écoulement. On suppose que :

• pression et température uniformes dans l’écoulement donc C = Cte

• l’espèce A est très diluée, donc xA ≪ 1 et NA ≃ JA

• à une distance δ de la plaque, la concentration en A n’est pas per-
turbée par la réaction en surface, donc xA(z = δ) = xA∞

Le problème s’écrit donc, en régime permanent :

d2CA

dz2
= 0 ou bien

d2xA
dz2

= 0

DAB
dxA
dz

(z = 0) = kxA(z = 0) (Eq. (14) avec n = −ez)X

xA(z = δ) = xA∞

La dérivée seconde est nulle donc le profil est linéaire et on pose donc
xA(z) = A(z − δ) + B. La condition en δ donne B = xA∞ et celle en 0
devient :

DABA = k(−Aδ + xA∞) ⇒ A =
kxA∞

DAB + kδ

Le profil de concentration s’écrit donc :

xA(z) =
kxA∞

DAB + kδ
(z − δ) + xA∞

= xA∞
DAB + kz

DAB + kδ
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3 ÉQUATIONS D’UN PROBLÈME DE TRANSFERT DE MATIÈRE.

On peut ré-écrire cela sous forme adimensionnelle en posant Da = kδ/DAB

(nombre de Damköhler) et z∗ = z/δ :

xA(x)

xA∞
=

1 + Da z∗

1 + Da

S’il n’y a pas de réaction, on a Da = 0 et la concentration est homogène
dans l’espace égale à xA∞. La disparition de A par réaction à la paroi
entrâıne un défaut de A près de cette dernière, qui doit être compensé
par la diffusion depuis les zones éloignées. Voir exercice pot catalytique.

3.5 Cas des réactions chimiques homogènes

On présente d’abord les équations de conservation très générales (par exemple en
vue de les utiliser dans un code d’éléments finis type COMSOL). On verra dans un
second temps des simplifications permettant un traitement analytique de ce genre
de problème.

3.5.1 Présentation générale

On rappelle que pour une réaction :

νAA+ νBB −→ νCC

la vitesse de réaction globale est

v = − 1

νA

dCA

dt
= − 1

νB

dCB

dt
=

1

νC

dCC

dt

qui relie les taux volumiques de production/ destruction de A, B, C. Les dérivées
temporelles ci-dessus sont des dérivées droites parce qu’en cinétique chimique, on
suppose les concentrations homogènes dans l’espace (dans un réacteur parfaitement
agité). Si on cherche la variation du nombre de moles dans un réacteur de volume V ,
on écrit alors dnA/dt = V dCA/dt

Or ici nous parlons justement de systèmes dans lesquels il existe des gradients de
concentration. La notation d/dt n’a plus de sens puisque les Ci dépendent aussi des
variables spatiales. On remplace donc les dCi/dt parRi taux de production/destruction
de l’espèce i par unité de volume :

v = −RA

νA
= −RB

νB
=
RC

νC
(15)

Les taux de production volumiques Ri dépendent à priori du temps et de l’espace.
La quantité de l’espèce i produite (cette quantité est négative pour un réactif) dans
un volume V est donc : ∫∫∫

V

Ri dV,
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3 ÉQUATIONS D’UN PROBLÈME DE TRANSFERT DE MATIÈRE.

ce qui permet de l’inclure dans une équation de conservation type (8) pour obtenir la
forme locale (10). Les trois équations de conservation de A, B et C s’écrivent donc :

∂CA

∂t
+ divNA = RA,

∂CB

∂t
+ divNB = RB,

∂CC

∂t
+ divNC = RC,

où la densité de flux molaire Ni, i =A, B, C, est la somme des densités de flux
diffusif et convectif :

Ni = −DiC gradxi + Civ
∗,

où Di est le coefficient de diffusion de l’espèce i dans le mélange des trois espèces.
C’est ce type d’équation que l’on utilisera dans des calculs numériques.

Rien n’indique que RA + RB + RC = 0. Le nombre de moles des produits peut être
supérieur ou inférieur au nombre de moles des réactifs.

Exercice 7 : vérifiez-le à partir de Eq. (15)

La conséquence est que si l’on somme les trois équations, on obtient :

∂C

∂t
+ div (Cv∗) = RA +RB +RC

dont le second membre n’est pas nul a priori, parce qu’il peut y avoir création ou
destruction du nombre de moles si νC − νA − νB ̸= 0.

La transposition en massique est immédiate :

∂ρA
∂t

+ divnA =MARA

∂ρB
∂t

+ divnB =MBRB

∂ρC
∂t

+ divnC =MCRC

où Mi sont les masses molaires des espèces, et les densités de flux massique ni sont
données par :

ni = −Diρgradωi + ρiv

Si on somme ces trois équations, on obtient maintenant :

∂ρ

∂t
+ div (ρv) = 0

car MARA +MBRB +MCRC = 0.
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3 ÉQUATIONS D’UN PROBLÈME DE TRANSFERT DE MATIÈRE.

Exercice 8 : pourquoi ? (utilisez à nouveau (15))

Ce n’est rien d’autre que l’équation de conservation de la masse de la mécanique des
fluides ! Cela indique que dans un problème d’écoulement réactif, il est en général
plus adéquat de travailler en massique. Les équations de Navier-Stokes calculent la
masse volumique totale et le champ de vitesse v. Si on a N espèces, il n’y a plus que
N − 1 équations à résoudre pour N − 1 espèces puisque

∑
ρi = ρ. Numériquement,

il est conseillé de prendre comme inconnues les fractions massiques des espèces les
plus diluées.

3.5.2 Problèmes simples

On suppose déjà qu’il n’y a ni convection forcée, ni naturelle. De plus on suppose
que toutes les espèces réactives sont très diluées au sein d’un milieu porteur inerte
quant à la réaction considérée. Ce dernier peut être un gaz (souvent de l’air), un
liquide (souvent de l’eau) ou un solide.

En général on s’intéresse seulement à l’une des espèces, par exemple parce qu’elle est
dangereuse pour l’environnement (voir exercice pollution automobile). Cette espèce
peut soit intervenir comme réactif, soit comme produit, les autres réactifs/produits
ne nous intéressant pas. On peut schématiser la réaction par :

A+machins + porteur −→ trucs + porteur

ou bien

machins + porteur −→ A+ trucs + porteur

où la fraction de porteur est proche de 1. L’équation de conservation de A est alors :

∂CA

∂t
= D∇2CA +RA (16)

Le coefficient de diffusion DAP est celui de l’espèce A dans le porteur, car une molé-
cule de A doit se faufiler essentiellement à travers celles de P qui sont omniprésentes,
les autres molécules intervenant peu sur la diffusion.

Ensuite, la cinétique est en général donnée par rapport à l’espèce A. Avec un ordre n
(supposé souvent nul), on a par exemple RA = ±kCA

n, d’où

∂CA

∂t
= D∇2CA ± kCA

n (17)

On fait souvent ensuite une hypothèse de mouvement mono-dimensionnel et on
obtient par exemple en cartésiennes :

∂CA

∂t
= D

∂2CA

∂x2
± kCA

n

Page 17 sur 44



4 CALCUL DES COEFFICIENTS DE DIFFUSION

qu’on peut résoudre par exemple avec les transformées de Laplace en milieu infini.
On a souvent des cas que l’on peut supposer stationnaires auquel cas la dérivée
temporelle disparâıt et la résolution est particulièrement simple.

Il est intéressant de comparer les ordres de grandeur des deux membres de droite
de (17). On suppose une longueur caractéristique L et un ordre de grandeur C0 de
la concentration CA (en général donnée par les conditions aux limites ou initiales).
On a a lors :

Réaction

Diffusion
∼ kCn

0

DC0/L2
=
kCn−1

0 L2

D

Ce nombre adimensionnel est appelé nombre de Dahmköhler et noté Da. Il mesure
l’efficacité de la réaction par rapport à celle de diffusion. Pour une réaction d’ordre
1, il est indépendant de la concentration.

4 Calcul des coefficients de diffusion

Comme ces coefficients dépendent des deux espèces en présence, la combinatoire est
grande, et on ne peut pas mesurer/tabuler tous les couples possibles. On va voir
quelques règles utiles, mais il convient déjà de retenir quelques ordres de grandeurs,
selon la phase considérée.

Phase DAB (m2 s−1) Commentaire

Gaz 5 10−6 → 10−4 À température et pression ambiante
Liquide — Liquide 10−10 → 10−9 Dépend de la concentration
Liquide — Gaz dissous
Solide — Gaz 10−15 → 10−11 Dépend de la taille des molécules de gaz
Solide — Solide 10−35 → 10−19 Valeurs très disparates

4.1 Mélange de gaz

La théorie cinétique des gaz est exploitée avec profit pour estimer les coefficients de
diffusion. Les premiers calculs remontent à Boltzmann lui-même, mais le pas décisif
a été franchi (indépendamment) par Chapman et Enskog dans les années 1916-1917.

Comme il est visible sur les animations, les phénomènes diffusifs dans les gaz ré-
sultent des collisions entre molécules, dans notre cas d’espèces différentes. On pressent
donc que les paramètres influents vont être :

• le diamètre des molécules 2

• leur concentration,

• leurs interactions,

2. avec toutes les réserves qu’il faut faire sur le sens du mot « diamètre » . . .
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4 CALCUL DES COEFFICIENTS DE DIFFUSION

Concernant ces interactions, on peut considérer, en simplifiant à l’extrême, que les
molécules sont des sphères « dures » élastiques qui n’interagissent que lors de leur
contact. Entre deux collisions, elles ont une trajectoire rectiligne. Cette approche
simple « avec les mains », qui capture malgré tout l’essentiel de la formule issue de
la théorie de Chapman-Enskog. Le lecteur intéressé pourra se rapporter à l’annexe D
(et à l’occasion se remémorer ou apprendre la notion de libre parcours moyen).

Mais la réalité est légèrement différente. Il existe en fait une force entre les molécules,
qui est attractive à longue distances et répulsive à courte distance. On représente
classiquement cette force par un potentiel dit de Lennard-Jones. Pour une espèce
pure :

ϕ = 4ϵ

[(σ
r

)12

−
(σ
r

)6
]

Le premier terme représente la répulsion à courte distance, le second l’attraction à
longue distance.

• Le potentiel a un minimum pour une valeur r = rm légèrement supérieure 3

à σ. Cette distance correspond à un point d’équilibre stable et σ représente
donc en gros la distance minimale entre les deux molécules, lorsqu’elles sont
en contact.

3. très exactement en rm = 21/6 σ ≃ 1.122σ. . .
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4 CALCUL DES COEFFICIENTS DE DIFFUSION

• ϵ est l’énergie maximum d’attraction entre les molécules.

Les valeurs de σ (en Å) et ϵ/k (en K, k constante de Boltzmann) sont tabulées
pour un grand nombre d’espèces (voir annexe B), et peuvent être obtenues sinon à
partir du volume molaire au point d’ébullition ou au point critique. Dans le cas de
molécules différentes, ce qui est le cas dans ce cours, on utilise :

σAB = 1
2
(σA + σB) ϵ =

√
ϵAϵB

La théorie de Chapman-Enskog résoud de façon approximative 4 l’équation de Boltz-
mann, en calculant le plus précisément possible la contribution des collisions entre
molécules au transport de ces dernières (Bird, Stewart & Lightfoot 1960 ; Chapman
& Cowling 1970).

En utilisant le potentiel de Lennard-Jones, la théorie de Chapman-Enskog donne :

DAB =
3

16

√
2(RT )3

π

(
1

MA

+
1

MB

)
1

NApσ2
ABΩD

(18)

La quantité sans dimension ΩD, appelée « intégrale de collision », est fonction
de la température et tabulée en fonction de kT/ϵAB (voir annexe B).

La formule ci-dessus a l’avantage d’être indépendante du système d’unités, mais elle
fait intervenir des constantes universelles et peut conduire à des conversions pénibles.

4. mais malgré tout extrêmement complexe

Page 20 sur 44



4 CALCUL DES COEFFICIENTS DE DIFFUSION

On pourra utiliser éventuellement :

DAB = 1.8583 10−7

√
T 3

(
1

MA

+
1

MB

)
1

pσ2
ABΩD

avec :

DAB

en

m2 s−1

T K
Mi gmol−1

p atm

σAB Å

L’examen näıf de la formule (18) suggèrerait que DAB varie comme T 3/2, mais c’est
faux parce que ΩD est une fonction de T . Si on connâıt une valeur de la diffusivité
à T0 et p0 donnés, on peut utiliser la loi d’échelle :

DAB(p, T )

DAB(p0, T0)
=
p0
p

(
T

T0

)3/2
ΩD(T0)

ΩD(T )

4.2 En phase liquide

L’estimation des coefficients de diffusion de gaz dissous ou de solutés dans les liquides
est beaucoup plus délicate et on cherchera en vain une formule « qui marche à tous
les coups ».

Le problème a été abordé par Einstein lui-même en 1905. L’idée est que si on s’inté-
resse s’intéressant au mouvement d’un “gros objet”A (molécule, fine particule) dans
un « bain » de molécules B en mouvement thermique, les collisions produisent en
moyenne deux forces sur l’objet :

• d’une part une force moyenne motrice conduisant à la diffusion de A vers les
faibles concentration de A.

• d’autre part une force de freinage proportionnelle à la vitesse Fvis = −vA/MAB,
oùMAB est la « mobilité » de A dans B.

L’équilibre entre ces deux forces moyennes peut être formulé par exemple à l’aide
d’un gradient de potentiel chimique. L’encadré p. 8 montre alors qu’il existe une
relation entre coefficient de diffusion et mobilité de la forme DAB = kBTMAB.

Si on assimile force de frottement Fvis à la force de trainée exercée sur une sphère
solide de rayon rA, on a alors 1/MAB = 6πµrA (voir cours de mécanique des fluides).
D’où :
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4 CALCUL DES COEFFICIENTS DE DIFFUSION

Le coefficient de diffusion d’un soluté de rayon moyen rA dans un liquide de vis-
cosité µB est donné (très approximativement) par la relation de Stokes-Einstein :

DAB

kBT
=

1

6πµBrA

Cette relation ne donne des résultats rigoureux que pour des grosses molécules,
environ « sphériques » et de concentration suffisamment faible. Elle ne fonctionne
pas dès lors qu’il y a des interactions fortes entre A et B, notamment dans le cas de
l’eau qui forme des liaisons hydrogène avec de nombreux solutés organiques. Notons
également que le « rayon » des molécules n’est pas forcément pas celui en phase gaz,
car la solvatation augmente le rayon apparent.

Cela dit, elle suggère que DABµ/T est environ constante et suggère donc de chercher
des corrélations sous la forme DABµ/T = f(v1, v2, . . . ), ou les variables vi sont
des propriétés physiques des espèces (par exemple masses ou volumes molaires, et
correction liée aux interactions solvant—soluté).

La plus célèbre 5 :

Corrélation de Wilke & Chang (1955).

DAB = 5.878 10−17

√
ψMB T

µBV 0.6
A

(19)

avec VA volume molaire du soluté pur liquid au point d’ébullition, MB masse
molaire du solvant, et ψ facteur correctif :

Cas ψ

Eau 2.6 (ou 2.26 a)

CH3OH 1.9
C2H5OH 1.5

Solvant
1

apolaire

Toutes les variables sont en unités SI.

a. conseillé dans une référence plus récente

On trouvera d’autres références dans Wild & Charpentier (1987). Un nombre consi-
dérables de coefficients de diffusion dans les liquides ont été répertoriés et compilés
récemment par Großmann et al. (2022).

5. convertie en unités SI par votre serviteur. . .
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4 CALCUL DES COEFFICIENTS DE DIFFUSION

Exemple :

Diffusivité du cyclohexane (A) dans le benzène (B) à 25 ◦C (valeur expé-
rimentale DAB = 2.11m2 s−1).

• par Stokes-Einstein :

On prend comme diamètre du cyclohexane le diamètre de Lennard-
Jones, σA = 6.143 Å (d’après Bird, Stewart & Lightfoot (1960)). La
viscosité du benzène à 298K est 6.13 10−4 Pa s (d’après NIST). La
formule de Stokes-Einstein donne alors :

DAB =
1.38 10−23 JK−1 × 298K

6π × 6.13 10−4 Pa s× 6.143 10−10m/2
= 1.18m2 s−1

soit une valeur presque deux fois inférieure à la valeur expérimentale,
bien que les molécules considérées soient plutôt « boulesques » et le
solvant apolaire. . .

• par Wilke-Chang :

Volume molaire au point d’ébullition à 298K, VA = 1.0873 10−4m3mol−1,
MB = 84.16 gmol−1 et ψ = 1 pour le benzène. La formule de Wilke
& Chang donne alors :

DAB = 5.878 10−17×
√
1× 84.16 10−3 × 298K

6.13 10−4 Pa s× (1.0873 10−4 )0.6
= 2.01 10−9m2 s−1

valeur beaucoup plus proche de la réalité.

4.3 En phase solide

C’est beaucoup plus complexe. La molécule diffusante doit se « frayer » un chemin
dans le solide, qui peut être cristallin (ordonné), ou amorphe. Les défaults éventuels
présents dans la structure cristalline jouent un rôle.

Par ailleurs, les gaz, en particuler la vapeur d’eau diffusent assez bien de façon
générale dans les polymères, qui sont amorphes, mais le coefficient de diffusion est
très lié à la structure chimique du polymère.

Le lecteur intéressé pourra consulter l’ouvrage de Welty et al. (2007).
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5 TRANSFERTS DE MATIÈRE CONVECTIFS

5 Transferts de matière convectifs

5.1 Analogie thermique / matière

En présence d’un champ de vitesse v, donné par les équations de Navier-Stokes,
l’équation de conservation d’une espèce A s’écrit, en l’absence de réaction :

∂ρA
∂t

+ div(jA + ρAv) = 0

soit, en utilisant la loi de Fick :

∂ρA
∂t

+ div(ρAv) = div (DABρgradωA)

Si ρ et DAB peuvent être environ considérée constante dans le terme de la loi de
Fick, alors on obtient :

∂ρA
∂t

+ div(ρAv) = div (DAB grad ρA) (20)

ou bien sa version molaire, qui est équivalente. Or l’équation de transport de la
chaleur s’écrit, sous des hypothèses souvent vérifiées :

∂ρcpT

∂t
+ div(ρcpTv) = div (λgradT )

et si ρ, cp sont à peu près constantes, on obtient :

∂ρcpT

∂t
+ div(ρcpTv) = div (agrad(ρcpT )) (21)

où a = λ/(ρcp) diffusivité thermique. On voit que les deux équations (20) et (21)
ont formellement la même structure si on opère les interversions :

ρcpT ←→ ρA
(Jm−3) (kgm−3)

a ←→ DAB

(m2 s−1) (m2 s−1)

La première conserve une masse, la seconde une énergie.

Or les transferts convectifs de chaleur sont résumés dans un coefficient de transfert h
pour pouvoir écrire la densité de flux de chaleurX totale Φ au niveau d’une surface
sous la forme :

Φ.n = h(T − T∞)X

qu’on va ré-écrire temporairement sous la forme inusuelle :

X Φ.n︸︷︷︸
Jm−2 s−1

=
h

ρcp
(ρcpT − ρcpT∞)︸ ︷︷ ︸

Jm−3

(22)
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5 TRANSFERTS DE MATIÈRE CONVECTIFS

On voit l’intérêt de la ré-écriture : il y a des Joule à gauche, il y a des joule à droite !
L’analogie précédente suggère donc qu’on doit pouvoir écrire, pour du transfert de
matière :

nA.n︸ ︷︷ ︸
kgm−2 s−1

= km (ρA − ρA∞)︸ ︷︷ ︸
kgm−3

(23)

où on a remplacé les J de (22) par des kg dans (23) ! On note que dans les deux
équations, h/ρcp et km sont forcément homogènes à des vitesses.

Mais on sait aussi que h se calcule via le nombre de Nusselt, adimensionnel :

Nu =
hL

λ
=

(h/ρcp)L

λ/ρcp
=

(h/ρcp)(m s−1) L(m)

a(m2 s−1)

L’analogie suggère donc que pour le transfert de matière, le coefficient km sera donné
par le nombre adimensionnel :

Sh =
(km)(m s−1) L(m)

DAB(m2 s−1)

C’est le nombre de Sherwood. Il reste à rappeler que le nombre de Nusselt s’exprime
en fonction du nombre de Reynolds et du nombre de Prandtl :

Nu =
(h/ρcp)L

a
= f (Re,Pr) où Pr =

ν

a

par analogie, en transfert de matière, le nombre de Sherwood s’exprimera comme :

Sh =
kmL

DAB

= f (Re, Sc) où Sc =
ν

DAB

où le nombre de Schmidt Sc remplace le nombre de Prandtl. Les deux nombres sont
des rapports de diffusivités :

Pr =
Viscosité cinématique

Diffusivité thermique
Sc =

Viscosité cinématique

Diffusivité massique

Il est important de comprendre que toute la structure de l’écoulement (ce qui est
compliqué à calculer) est concentrée dans la fonction f . Par conséquent si, pour
calculer un coefficient d’échange convectif thermique h, on connâıt la fonction f
dans une configuration d’écoulement donnée, on peut la transposer au problème de
calcul d’un coefficient de convection massique !
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5 TRANSFERTS DE MATIÈRE CONVECTIFS

Dans un problème de transfert de matière convectif, on peut calculer la densité
de flux à la paroi par :

nA.n = km(ρA − ρA∞) ou NA.n = km(CA − CA∞)

où le coefficient km (en m s−1) est le coefficient d’échange de matière convectif.
On le calcule à partir du nombre de Sherwood :

Sh =
kmL

DAB

Si l’on connâıt une corrélation en transfert thermique convectif donnant le Nus-
selt sous la forme :

Nu = f(Re,Pr) ,

on peut utiliser cette corrélation pour calculer le nombre Sherwood Sh, en rem-
plaçant le nombre de Prandtl Pr = ν/a par le nombre de Schmidt Sc = ν/DAB :

Sh = f(Re, Sc).

Cette analogie est évidemment très séduisante, puisqu’elle permet de recycler tout un
corpus de résultats issus d’expériences de transfert thermique au transfert de matière,
sachant qu’une température est toujours plus simple à mesurer qu’une concentration.
Elle a pourtant ses limites. Citons Bird, Stewart & Lightfoot (1960) :

It would be very misleading to leave the impression that all mass
transfer coefficients can be obtained from the analogous heat trans-
fer coefficient correlations. For mass transfer we encounter a much
wider variety of boundary conditions and other ranges of the rele-
vant variables.

Les causes principales sont l’existence d’une réaction chimique en volume, un trans-
fert net de masse provoqué par le transfert de masse diffusifs (Eq. (11)), qui comme
vu plus haut n’a pas son équivalent en transfert thermique, l’existence de plusieurs
phases liquides. . .

Il est de plus courant que transfert thermique et de matière interviennent simul-
tanément, notamment en présence d’évaporation ou de condensation (voir exercice
nappe d’eau et bulbe humide). Enfin, il existe aussi de la convection naturelle en
transfert de matière et cette convection naturelle massique est souvent couplée avec
une convection naturelle thermique. C’est le cas dans les problèmes avec évaporation
d’eau, un air humide étant toujours plus léger qu’un air sec, par exemple à la surface
des lacs, mais aussi dans les tours de refroidissement industrielles qui exploitent se
phénomène pour aspirer l’air sec ambiant à leur base.

Page 26 sur 44
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5.2 Convection et réaction en surface

On trouve souvent la situation où un écoulement balaye une surface solide afin
d’y réaliser un dépôt par réaction chimique : dépôts électrolytiques de métaux, de
catalyseurs ou de semi-conducteurs (on parle dans ce cas de CVD = « Chemical
Vapor Deposition »). Les réactifs sont contenus dans un mélange gazeux constitué
essentiellement d’un gaz porteur inerte (typiquement N2). Ils ne peuvent réagir que
sur la surface solide, mais pour cela ils doivent réussir à l’atteindre et à traverser les
autres gaz.

Le problème est similaire à l’exemple proposé dans la section 3.4.3

Exemple :

Une espèce réactive A est contenue à l’état de trace dans un mélange
gazeux A+E+ I, où E représente le ou le(s) autre(s) réactif(s), qui sont
en général en excès par rapport à A, et I est un gaz inerte. L’espèce A
réagit en surface selon la réaction :

A + E S + P

où S est l’espèce chimique solide que l’on veut déposer, et P d’autres
produits gazeux. Comme A est le réactif limitant, la réaction est supposée
du premier ordre par rapport à A, donc :

RA(molm−2 s−1) = −kr(m s−1)CA,S(molm−3)

où CA,S représente la concentration du réactif A à la surface du solide.

Comme expliqué dans la section 3.4.3, on ne peut accumuler du A à
la surface, et donc toute molécule de A y arrivant doit y être consommée.
Par conséquent :

NA.n = −RA (> 0)

où n est le vecteur normal sortant du fluide / rentrant dans le solide. En
exprimant la densité de flux à l’aide du coefficient de transfert convec-
tif km, cette relation devient :

km(CA,∞ − CA,S) = krCA,S

d’où on déduit :

CA,S =
km

km + kr
CA,∞

Si km est très grand devant kr, il n’y a pas de barrière diffusive et CA,S =
CA,∞. Hélas pour l’ingénieur, c’est rarement le cas et on a plutôt km et kr
du même ordre de grandeur ou bien carrément km ≪ kr (la réaction est
très rapide comparée à la diffusion). On a alors CA,S < CA,∞, ce qui
limite donc la vitesse de réaction. On parle de limite diffusionnelle ou de
réaction hétérogène (c.a.d en surface) contrôlée par diffusion.
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5 TRANSFERTS DE MATIÈRE CONVECTIFS

La quantité RS de solide S produite (égale à la quantité de A dispa-
rue) par unité de temps et de surface est donc a :

RS = −RA = krCA,S =
kmkr
km + kr

CA,∞

Si on connâıt la masse volumique ρS du solide déposé et sa masse mo-
laire MS , un bilan de S donne la variation de l’épaisseur de la couche
déposée :

deS
dt

∣∣∣∣
(m s−1)

=

a. Cette expression vous rappelle-t-elle quelque chose ? Est-ce étonnant ?
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A QUELQUES COEFFICIENTS DE DIFFUSION

A Quelques coefficients de diffusion

D’après Welty et al. (2007).
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A QUELQUES COEFFICIENTS DE DIFFUSION
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B DONNÉES LENNARD-JONES

B Données Lennard-Jones

Pour utiliser ces données (d’après Welty et al. 2007) dans le calcul d’un coefficient
de diffusion par la théorie de Chapman-Enskog :

1. Relever σA/k et σB/k pour les deux espèces diffusantes, et calculer σAB/k =
(σA/k + σB/k)/2.

2. Relever ϵA/k et ϵB/k pour les deux espèces diffusantes, et calculer ϵAB/k =√
ϵAϵB/k

3. Calculez kT/ϵAB = T/(ϵAB/k) (avec T en K !) et relever la valeur correspon-
dante de l’intégrale de collision ΩD dans les tables.

B.1 Paramètres de force ϵ/k et σ
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B DONNÉES LENNARD-JONES

Page 33 sur 44



B DONNÉES LENNARD-JONES

B.2 Intégrale de collision Ω
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C THÉORIE CINÉTIQUE DES GAZ

C Théorie cinétique des gaz

Les animations montrent comment l’on peut voir un gaz comme un ensemble de
sphères dures subissant des collisions élastiques. Cette idée permet d’obtenir de
nombreuses grandeurs caractéristiques “avec les mains”, avec des mathématiques
très minimales. On pourra trouver ce genre de raisonnement très élégamment exposé
dans l’ouvrage de Cowling (1960), dont cette annexe est inspirée.

La théorie rigoureuse est bien plus complexe et repose sur l’équation de Boltzmann.
Après un traitement adéquat, on retrouve les équations de conservation de la mé-
canique des fluides, mettant en jeu tous les phénomènes diffusifs, y compris les
transferts « croisés » (par exemple flux de matière engendré par un gradient de tem-
pérature) Le lecteur intéressé par un simple aperçu du cheminement pourra lire la
remarquable annexe D de l’ouvrage de référence Bird, Stewart & Lightfoot (1960).

On commence par s’intéresser à quelques questions simples :

• Quelle est la vitesse moyenne des molécules ?

• Quelle est la fréquence des collisions entre molécules (identiques ou diffé-
rentes) ?

• Quelle est la distance parcourue en moyenne par une molécule entre deux
collisions ? C’est le libre parcours moyen.

On notera :
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C THÉORIE CINÉTIQUE DES GAZ

n nombre de molécules par unité de volume
(une concentration de molécules)

m masse d’une molécule
r rayon d’une molécule
d diamètre d’une molécule
k constante de Boltzmann
c vitesse moyenne des molécules
ℓ libre parcours moyen

Pour faire le lien avec l’échelle macroscopique grâce au nombre d’Avogadro NA, on
rappelle que C = n/NA, où C est la concentration, M = mNA, où M est la masse
molaire, et la constante des gaz parfaits est R = kNA. Si besoin est, on ajoutera des
indices pour distinguer deux molécules de type différent.

La vitesse des molécules est très élevée. Elle est reliée à la température en K par :

1
2
mc2 = 3

2
kT

Elle varie donc en
√
T et est d’autant plus grande que la masse est petite. Elle est

du même ordre de grandeur que la vitesse du son dans le gaz.

Considérons maintenant un flux de molécules de rayon r1 circulant de la gauche vers
la droite et regardons à quelle fréquence elles percutent des molécules de rayon r2.
En l’absence d’interaction attractive ou répulsive, on voit que la collision aura lieu
si la distance r entre leurs centres dans le plan perpendiculaire au mouvement est
inférieure à b = r1 + r2 (appelé paramètre d’impact).

d = r1 + r2

r1

r
r2

La molécule 1 percute donc la 2 si son centre est dans le cylindre centré sur le centre
de 2 et de section :

s12 = πb2 = π(r1 + r2)
2 (24)

grandeur appelée section de collision 6. Considérons deux sections perpendiculaires
au mouvement S et S ′, distantes de L.

6. On trouvera souvent la notation σ pour cette dernière. . . Nous l’évitons ici car cette lettre
désigne aussi classiquement les diamètres de molécules dans le potentiel de Lennard-Jones (voir
plus loin), malheureux hasard qui a troublé des générations d’étudiants. . .
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C THÉORIE CINÉTIQUE DES GAZ

S

L

S S ′

s12 = πd2

d = r1 + r2

La particule verte entrera en collision avec une rouge si elle est dans l’un des cylindres
de section s12 entourant les molécules rouges (en grisé sur le dessin). La probabilité p1
de collision entre la molécule verte et une rouge est donc le rapport des aires N2s12/S
où N2 est le nombre de molécules rouges dans le volume SL, soit N2 = n2SL. La
probablité est donc :

p =
n2SLs12

S
= n2s12L

Or le nombre de boules vertes franchissant S par unité de temps est n1c1S, donc le
nombre de collisions par unité de temps est :

Ṅcoll = n2s12L× n1c1S

soit une nombre de collision par unité de temps et par unité de volume V = SL
égal à :

ṅcoll =
Ṅcoll

V
= s12 n1n2 c1 = π(r1 + r2)

2 n1n2 c1 (25)

Dans un volume V, on a donc ṅcollV collisions 1—2 par unité de temps et il y
a n1V molécules 1. Une molécule 1 en particulier subit donc ṅcollV/(n1V ) = ṅcoll/n1

collisions par unité de temps. Le temps moyen entre deux collisions 1—2 est donc
l’inverse de cette fréquence, soit :

τ12 =
n1

ṅcoll

=
1

s12 n2 c1

En fait, dans le raisonnement précédent, on a supposé les molécules rouges comme
étant des “cibles” immobiles. Ce n’est pas le cas dans un mélange gazeux et le
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C THÉORIE CINÉTIQUE DES GAZ

résultat doit être inchangé si l’on intervertit les molécules 1 et 2. Une généralisation
empirique (justifée par la théorie rigoureuse) consiste à remplacer c1 par

√
c21 + c22 :

τ12 =
1

s12 n2

√
c21 + c22

(26)

Pendant ce temps, une molécule de type 1 parcourt une distance ℓ1 = c1τ12, d’où le
libre parcours moyen d’une molécule 1 entre deux chocs avec une molécule 2 :

ℓ12 =
1

s12 n2

c1√
c21 + c22

=
1

s12 n2

√
m1

m1 +m2

(27)

ou la seconde égalité découle du fait que les deux espèces sont à la même température,
donc m1c

2
1 = m2c

2
2.

Si les deux espèces sont les mêmes (pour un gaz mono-constituant), le libre parcours
moyen s’écrit simplement :

ℓ =
1

ns
√
2

avec s = 4πr2 = πd2 (28)

On peut voir que pour des gaz peu denses, ce libre parcours moyen est très grand
devant le rayon des molécules. En effet, on a :

r

ℓ
= 4
√
2πr3n = 3

√
2

(
4

3
πr3 n

)
Le terme entre parenthèses représente la fraction volumique occupée par les molé-
cules, et est donc très petite.

Tous les coefficients de diffusion d’un gaz (en m2 s−1), à savoir diffusivité thermique
α = λ/(ρcp) pour la diffusion de la chaleur, viscosité cinématique ν = µ/ρ pour la
quantité de mouvement, ou bien le coefficient de diffusion de matière D12, peuvent
être obtenus dimensionnellement à partir du libre parcours moyen ℓ. En effet, pour
construire une grandeur de dimension L2T−1 les seules grandeurs caractéristiques
dont on dispose sont :

• une longueur caractéristique ℓ (ou ℓi),

• une vitesse caractéristique c (ou ci)

On voit donc que dimensionnellement, les coefficients de diffusion sont forcément
proportionnels au produit c ℓ. Physiquement, cela vient du fait que la diffusion cor-
respond à un transport de chaleur, de quantité de mouvement ou de matière par le
mouvement thermique des molécules, donc avec un vitesse de l’ordre de c, sur une
distance de l’ordre de ℓ.

En particulier, la viscosité cinématique et la diffusivité thermique s’écrivent approxi-
mativement :

ν, α =
1

3
cℓ =

1

3
√
2

c

ns
(29)
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C THÉORIE CINÉTIQUE DES GAZ

où la constante vaut 1/3 provient d’un raisonnement simplifié. En utilisant les
résultats précédents, on trouve donc, en exprimant la vitesse moyenne 7 par c =√

8kT/(πm) et le libre parcours moyen par l’expression trouvée précédemment :

ν, α =
1

3
cℓ =

1

3

√
8kT

πm
× 1√

2ns
=

2

3

√
kT

πm

1

ns
(30)

En remarquant que la masse volumique ρ = mn, on obtient finalement :

ν, α =
2

3π

√
πkTm

sρ

d’où la conductivité thermique et la viscosité dynamique :

µ =
λ

cp
=

2

3π

√
πkTm

s

Ces résultats approximatifs prédiraient un nombre de Prandtl égal à 1. Ce dernier
est bien proche de l’unité pour un gaz mais pas exactement, et la théorie complète
fournit des coefficients différents pour les deux grandeurs.

Pour le coefficient de diffusion, c’est un peu plus compliqué, mais similaire. Par
analogie, on pourrait penser remplacer c ℓ par :

1

2
(c1l12 + c2l21)

dans l’équation (29). Mais le résultat serait alors indépendant de la composition du
mélange, ce qui parâıt contre-intuitif. Un raisonnement plus poussé en présence d’un
gradient de concentration 8 montre qu’il faut pondérer les produits cℓ de la façon
suivante :

1

2

(
n2

n1 + n2

c1l12 +
n1

n1 + n2

c2l21

)
et donc, en introduisant le préfacteur 1

3
comme précédemment, l’expression du coef-

ficient de diffusion généralisant (29) est :

1

3

n2c1l12 + n1c2l21
2(n1 + n2)

On remarque que les libres parcours moyens vérifient :

n2ℓ12
c1

=
n1ℓ21
c2

=
1

s12
√
c21 + c22

et donc en posant n = n1 + n2 concentration moléculaire totale :

D12 =
1

6

c21 + c22

ns12
√
c21 + c22

=
1

6

√
c21 + c22
ns12

=
1

3
√
2

√
(c21 + c22)/2

ns12

7. On pourrait penser prendre c =
√
3kT , déduit de la définition de la température, plutôt

que c =
√
8kT/(πm). Cette dernière est la moyenne de la norme des vitesses des molécules ⟨||c||⟩,

tandis que la première est la moyenne quadratique
√
⟨c2⟩. Cela ne change pas fondamentalement

le résultat (8/π = 2.55 au lieu de 3)
8. On pourra trouver le raisonnement dans Cowling (1960)
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D À PROPOS DE L’HYPOTHÈSE xA ≪ 1

où la dernière écriture montre qu’on retrouve une forme similaire aux autres co-
efficients de diffusion (29), à condition de remplacer la vitesse c par la moyenne

quadratique 1
2

√
c21 + c22 et s = πd2 par π(r1 + r2)

2.

Donc au final, en utilisant les expressions des vitesses ci =
√
8kT/πmi :

D12 =
2

3

√
kT

π

√
1

2

(
1

m1

+
1

m2

)
1

ns12
où s12 = π(r1 + r2)

2 (31)

qui est bien la même expression que (30) en remplaçant 1/m par la moyenne har-
monique 1

2
(1/m1 + 1/m2).

Revenons à l’échelle macroscopique en utilisant le nombre d’Avogadro : k = R/NA,
mi =Mi/NA et n = CNA, et les notations usuelles A et B pour les deux constituants.
En ré-arrangeant le résultat, on obtiendrait alors :

DAB =
1

3π

√
2RT
π

(
1

MA

+
1

MB

)
1

NAd2ABC
(32)

Si le gaz peut être supposé parfait, on a alors C = p/RT et l’expression devient :

DAB =
1

3π

√
2

π

(RT )3/2
p

(
1

MA

+
1

MB

)
1

NAd2AB

Ce résultat, en gros confirmé par la théorie de Chapman-Enskog, est intéressant car
il montre que le coefficient de diffusion varie en T 3/2/p, ce qui permet de déduire le
coefficient de diffusion à différentes pressions et températures à partir d’une donnée
de référence.

D À propos de l’hypothèse xA ≪ 1

On veut montrer qu’en l’absence de convection externe et si xA ≪ 1, alors, dans les
expressions

NA = JA + xA(NA +NB)

= JA + CAv
∗

le second terme du membre de droite est négligeable.

Il convient d’abord de bien interpréter ce que veut dire « en l’absence de convection
externe » : les deux espèces ne font que diffuser l’une à travers l’autre et leurs
mouvements individuels sont donc opposés. Raisonnons sur l’axe ex du gradient de
concentration (Fig. 1) et prenons pour fixer les idées NA.ex > 0 et NB.ex < 0, donc
aussi vA.ex > 0 et vB.ex < 0.
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D À PROPOS DE L’HYPOTHÈSE xA ≪ 1

Figure 1 – Schématisation des vitesses et des flux dans l’hypothèse xA ≪ 1. Dans
cet exemple il y a plus de A à gauche de la figure.

Supposons xA ≪ 1 et montrons qu’alors on a forcément ||vB|| ≪ ||vA||. De la défini-
tion de v∗, on peut tirer :

vA − v∗ = xB(vA − vB) (33)

vB − v∗ = xA(vB − vA) (34)

Remarquons au passage que si on avait de la convection externe et une diffusion né-
gligeable, alors on aurait en gros vA = vB = v∗ (toutes les molécules sont emmenées
par le même écoulement) 9

D’après la définition du flux diffusif :

JA = CA(vA − v∗) = −DABC gradxA

soit, d’après l’identité (33) :

��CxAxB(vA − vB) = −DAB��C gradxA

d’où :

vA − vB = −DAB
gradxA
xA(1− xA)

(35)

On a supposé une situation où A diffusait vers la droite, donc gradxA.ex < 0.
L’expression précédente montre que si xA ≪ 1 alors la diffusion donne un vecteur
vA−vB très grand vers la droite, ce qui signifie que ||vA|| ≫ ||vB||. La figure 1 illustre
ce résultat et les suivants.

9. Une image mentale : malgré les déplacements épisodiques des passagers dans un train pour
aller au wagon-bar ou se dégourdir les jambes, ils se déplacent en gros tous à la vitesse du train.
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D À PROPOS DE L’HYPOTHÈSE xA ≪ 1

Examinons maintenant les ordres de grandeur respectifs des flux diffusifs et convec-
tifs. Ils s’écrivent respectivement, en utilisant (34) et (33) :

convectif : CAv
∗ = CA (vB + xA(vA − vB))

diffusif : CA (vA − v∗) = CAxB(vA − vB)

En utilisant le fait que vB est vers la gauche et vA et vA− vB vers la droite (voir le
précédent schéma), on a vB = − ||vB|| ex et vA − vB = (||vA||+ ||vB||)ex. Le rapport
des projections sur x des deux flux ci-dessus est donc :

convectif

diffusif
=
− ||vB||+ xA(||vA||+ ||vB||)

xB(||vA||+ ||vB||)
=

− ||vB||
xB(||vA||+ ||vB||)

+
xA
xB

Le second terme est clairement ≪ 1. Le premier aussi parce que comme vu plus
haut, ||vB|| ≪ ||vA|| et on a de plus xB ≃ 1.

Conclusion on a bien ||CAv
∗|| ≪ ||JA|| et par conséquent on a bien NA ≃ JA CQFD.

Interprétons physiquement les résultats précédents. Imaginons 10 deux réservoirs ini-
tialement séparés remplis chacun de 10000 particules. À droite que du B, à gauche
on a remplacé 100 molécules de B par 100 molécules de A. On a bien xA ≪ 1 et ce
sera le cas lorsqu’on enlèvera la cloison. Pour arriver à l’équilibre :

• Il faut emmener 50 molécules de A de gauche à droite et leur faire franchir
une certaine distance ∆x pendant ∆t. La vitesse moyenne de A est donc de
l’ordre de 50(∆x/∆t)/100.

• Pour leur faire de la place, pendant le même temps, il faut emmener 50 molé-
cules de B sur ∆x de droite à gauche. La vitesse moyenne de B est de l’ordre
de 50(∆x/∆t)/10000, donc on voit que vB ≃ vA/100≪ vA .

Remarques :

• Comme en témoigne le schéma, si on peut affirmer que le flux convectif de A
est négligeable devant le flux diffusif, il n’en est pas de même pour B. Le flux
convectif de B est conséquent parce que même si v∗ est petit, CB est grand.

• Ré-examinons la définition de v∗. Sur le schéma on l’a orienté vers la gauche
mais est-ce bien vrai ? Tout ce qu’on sait, puisque c’est un barycentre, c’est
que le vecteur v∗ est quelque part entre vB (qui l’emmène vers la gauche) et
vA (qui l’emmène vers la droite). Et on a

v∗ = xA︸︷︷︸
petit

vA︸︷︷︸
grand

+ xB︸︷︷︸
≃ 1

vB︸︷︷︸
petit

Rien n’empêche donc a priori que v∗ soit orienté vers la droite, en particulier
si vA est très grand. Examinons cela en écrivant le flux diffusif pour B, d’une
part via sa définition, et d’autre part par la loi de Fick :

��CxB(vB − v∗) = −DAB��C gradxB

10. Exemple emprunté à l’excellent cours de Levicky 2023
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D À PROPOS DE L’HYPOTHÈSE xA ≪ 1

et donc :

v∗ = vB +DAB
gradxB
xB

= vB +DAB grad(lnxB)

≃ vB −DAB gradxA car lnxB = ln(1− xA) ≃ xA

Le premier terme vB est vers la gauche et le second est vers la droite et ramène
donc v∗ vers la droite. Son amplitude dépend du gradient et du coefficient de
diffusion et rien n’empêche donc que v∗.ex > 0. Le lecteur curieux pourra
reprendre le graphe précédent dans ce cas.

La présente remarque a une conséquence importante dans le traitement de ce
problème. De par la définition de v∗ = xAvA + xBvB, on pourrait être tenté
d’écrire que v∗ ≃ vB au prétexte que xA ≪ 1, en oubliant un peu vite que vA

est grand. Comme on vient de le voir ce n’est pas forcément vrai et les deux
vecteurs n’ont pas même forcément le même sens. C’est pourquoi nous nous
sommes interdit ce genre de raccourci dans la démonstration ci-dessus, et que
nous n’avons manipulé que la différence vA − vB.

• Le lecteur sceptique aura pu tiquer dans le raisonnement fait sur l’équa-
tion (35) : il n’y a aucune approximation, et cette équation doit être toujours
vraie, y compris en présence de convection externe. Or dans ce dernier cas, on
a vA ≃ vB ≃ v∗. Il apparâıt alors le paradoxe suivant :

— Si A est dilué, le membre de droite de l’équation (35) est très grand.

— S’il y a convection externe le membre de gauche de (35) est quasiment
nul.

Ce raisonnement montre bien le danger des arguments du type « est très
grand » ou « est quasiment nul », lorsqu’on les applique à des grandeurs di-
mensionnelles. En fait les deux propositions ci-dessus sont vraies. Par exemple
100 est très grand et dans 10100− 10000, les deux termes sont très grands et
presque égaux. De même les deux vitesses vA et vB sont presque égales et très
grandes, à un terme de diffusion près, qui leur est bien inférieur.

(Optionnel) Une relation complémentaire

En décomposant la fonction rationnelle en éléments simples dans (35) :

1

xA(1− xA)
=

1

xA
+

1

1− xA
on peut ré-écrire l’expression précédente sous la forme

vA − vB = DAB grad [ln(1− xA)− lnxA] = DAB grad

(
ln
xB
xA

)
qui présente une belle symétrie. On voit ici encore que si xA ≪ 1, alors − lnxA →
+∞.
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RÉFÉRENCES
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